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Capitulo 1. EJEMPLOS DE PROBLEMAS DE ONDAS

Para describir un problema en términos matematicos, hay que hacer uso de las leyes
basicas que rigen los elementos del problema. En mecéanica continua, son las leyes de
conservacion de la masa y el momentum. Ademas, las leyes constitutivas empiricas suelen
ser necesarias para relacionar ciertas variables desconocidas; algunos ejemplos son las
ecuaciones de estado, la ley de Hooke entre el esfuerzo y la tension, etc.

Para derivar la ley de conservacion se puede tener en cuenta un elemento infinitesimal
(un elemento de segmento de linea, de volumen o de area), que d¢ directamente como
resultado una ecuacion diferencial. Alternativamente, se puede considerar un volumen de
control (o area, o segmento de linea) de tamano arbitrario en el medio de interés. La ley se
obtiene primero de forma integral y, a continuacidn, se deriva una ecuacion diferencial
utilizando la arbitrariedad del volumen de control. Ambos enfoques son completamente
equivalentes.

Demostremos en primer lugar el método diferencial.

1 Vibracion transversal de una cuerda tensa

En relacion con la figura 1, tenga en cuenta una cuerda tensa estirada entre dos puntos fijos
en x =0y x = L. Sea el area transversal S. Si existe un estiramiento inicial de AL, la

tensidn inicial 7 ha de ser:

mediante la ley de Hooke, donde E es el modulo de Young.

Estudie ahora el desplazamiento lateral de la cuerda desde la posicion inicial. Por la ley
de conservacion de momentum transversal, la fuerza lateral total sobre el elemento de
cuerda ha de quedar equilibrada por su inercia. Sea el desplazamiento lateral V (x, ) y
considere un elemento diferencial entre x y x+dx. La fuerza transversal neta debida a la

diferencia de tension en ambos extremos del elemento es:
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Asumiremos que el desplazamiento es muy pequefio en todos los puntos, con lo que la
inclinacion también es pequena: = L. Asi, el valor local del seno a puede

aproximarse mediante:

donde la expresion O( 9 ) significa del orden de 6 . Para cualquier funcion uniforme la
expansion de Taylor da como resultado:
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donde la derivada se evalua en x. Por lo tanto, la tension neta es:
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La longitud instantanea / (x, ) de la cuerda de 0 a x es:
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De ahi se sigue que:
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lo cual es de una pequefiez de segundo orden. La longitud de la cuerda, y por tanto la
tension, permanece esencialmente inalterada con un error de O(0'V /8 x)%, es decir, T se
puede tomar como constante con un error igualmente pequefio. De este modo, la tension
neta en el elemento de cuerda estd bien representada mediante:
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Si la masa por unidad de longitud de la cuerda es p, la inercia del elemento es p (8°V /

0’ )dx. Sea la carga aplicada por unidad de longitud p(x, #). La conservacién de momentum
requiere que:
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Esta ecuacion, llamada la ecuacion de onda, es una ecuacion diferencial parcial de segundo
orden. Es lineal en el desconocido V' y no homogénea debido al término forzado en el lado
derecho.

(Es el desplazamiento longitudinal U importante en este problema? La conservacion de

momentum en la direccidn x requiere que:
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la aceleracion es de una pequefiez de segundo orden.
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mediante integracion dos veces con respecto a 7, y el
desplazamiento longitudinal puede ignorarse.

La ecuacion diferencial (2.1) supone derivativas de segundo orden con respecto a x y £
Se necesitan dos condiciones auxiliares para cada variable. Por ejemplo, en el instante

inicial, podemos prescribir el desplazamiento y la velocidad:

Vi 0 fla) (1.2]

Estos enunciados se llaman las condiciones iniciales. Ademas, también debemos
especificar las condiciones de frontera en los extremos. Para una cuerda estirada entre dos
extremos fijos, requerimos que:
Vio,9)=0yV(L,t)=0. (1.4)

Junto con la ecuacidn diferencial parcial, estas condiciones auxiliares definen el problema
de valor de frontera inicial. Desde el punto de vista matematico, es importante establecer si
dicho problema est4d bien planteando. Esta cuestion supone la prueba de la existencia, la
singularidad y la estabilidad de la solucion.

Como se ha visto en este ejemplo, la expansion de Taylor se utiliza practicamente en
cada paso de la derivacion. De hecho, es indispensable no solo para derivar ecuaciones de
gobierno, sino también para obtener soluciones aproximadas de las ecuaciones, y para

analizar el contenido fisico de la solucidn.

Observe que la dimension de coeficiente 7/ p es:
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Ahora introduzca la notacion V* /" que es una velocidad caracteristica del problema

fisico. Entonces, podemos escribir la ecuacion (2.1):

denominada la ecuacion de onda y que surge en varios contextos.

2 Vibracion longitudinal de una barra elastica

Tenga en cuenta una barra eléstica con el area transversal S(x) y el modulo de Young E, tal
y como se muestra en la Figura (2). Sea el desplazamiento longitudinal desde el equilibrio

U(x, 1). El esfuerzo en la estacion x es:
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Figura 2: deformacion longitudinal de una barra elastica

En virtud de la ley de Hooke, la tension en x es:
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Ahora la tension neta sobre un elemento de la barra de x a x + dx es:
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Sea la fuerza longitudinal aplicada externamente f(x, ¢) por unidad de longitud. La

conservacion del momuentum requiere que:
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En el limite de anular dx, obtenemos la ecuacion diferencial:
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En el caso especial de la seccion transversal uniforme, S = constante, y fuerza externa
cero, entonces U satisface la ecuacion de onda no homogénea,
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donde ¢ =+/E/ p tiene la dimension de velocidad.

Las condiciones de frontera mas sencillas son para extremos fijos o libres. Si ambos

extremos estan fijos, entonces,

Uo,9=0 vy UL, t) = 0. (2.3)

Si el extremo de la izquierda esta fijo pero el derecho esté libre, entonces,

el
0ty =0 Y — (Lt =10, (2]
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ya que el esfuerzo es proporcional a la tension. De nuevo, las condiciones iniciales mas
naturales son:
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donde /'y g son funciones prescritas de x para 0 <x < L.

Cambiemos el enfoque integral en el siguiente ejemplo.

3 Flujo de trafico en una autopista

Uno de los modelos matematicos del flujo de trafico es la teoria hidrodindmica de



Lighthill y Whitham (1958). Se trata de una teoria simple capaz de describir muchas
caracteristicas cotidianas del trafico en las autopistas con una fidelidad notable. Suponga
cualquier seccion de una autopista desde x = a a x = b, Figura 3. Para hacerlo mas simple,
asuma que no hay salidas o entradas y que todos los vehiculos estan en viaje. Sea la
densidad de vehiculos (nimero de vehiculos por unidad de longitud de autopista) en x y en
t p(x,1),y el flujo de vehiculos (nimero de vehiculos que cruzan el punto x por unidad de
tiempo) ¢g(x, 7). Requiriendo que se conserve el nimero de vehiculos dentro de una seccion

arbitraria desde a hasta b, tenemos:
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Si escribimos de nuevo el lado derecho,
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Como el intervalo de control (a, b) es arbitrario, el integrando debe anularse,
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Este resultado se puede debatir por contradiccion, lo que constituye un razonamiento
tipico necesario para pasar de una ley integral a una diferencial. Suponga que el
integrando es positivo en alguna parte de (a, b), digamos, en el rango de (a',b")e (a, b),y
cero en otra parte de (a, b), entonces la integral en (1.3.1) ha de ser positiva. Sin embargo,
esto es una contradiccion. La asuncidon de que el integrando es positivo en alguna parte es
por tanto incorrecta. Mediante un argumento similar, el integrando no puede ser negativo
en ninguna parte y, por lo tanto, debe ser cero en todas partes de (a, b).
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Figura 3: (a). Una seccion de la autopista. (b). La relacion entre la densidad del trafico y el

ritmo de flujo del trafico.

La ecuacion (1.3.2) es la ley de conservacion de los vehiculos. Con dos incognitas g y
P , €s necesaria una relacion constitutiva entre p y g y ha de hallarse mediante mediciones
de campo. Heuristicamente, ¢ debe ser cero cuando no hay vehiculos en la carretera, y cero

de nuevo cuando la densidad alcanza un maximo (cuando los vehiculos van pegados el uno

al otro), de ahi que la relacion entre g y p deba ser no lineal.

g=q(p) (3.3)

como se esboza en la Figura 1.4.b. Con esta relacion, (1.3.2) se convierte en:
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Este resultado es una ecuacion diferencial parcial no lineal de primer orden y se utilizara

para deducir una variedad de fendmenos interesantes de flujo de trafico.

En todos los ejemplos estudiados hasta ahora la ecuacion de gobierno definitiva solo

implica una incognita. Ahora examinaremos un problema con varias incognitas.

4 Propagacion de onda en arterias

Examinaremos el flujo pulsatorio de la sangre en una arteria cuya pared es delgada y
elastica. Como primer ejercicio, asumamos que solo hay pulsacion, pero no flujo neto. A
causa del gradiente de presion en la sangre la pared de la arteria ha de deformarse. La
fuerza restauradora eléstica de la pared hace posible que las ondas se propaguen.

El radio de la arteria a(x, ¢) varia de la media constante a, en el tiempo y a lo largo de la

arteria (en x). Sea el area transversal local S = 7’ y la velocidad de promedio u(x, ?).



Considere un volumen geométrico fijo entre x y x+dx, a través del cual se mueve el fluido

hacia adentro y hacia afuera. La conservacion de la masa requiere:
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A continuacion, el balance de momentum. La frecuencia temporal del cambio de
momentum en el volumen debe equilibrarse mediante el influjo neto de momentum a través
de los dos extremos y la fuerza de presion actuando en todos los lados. La frecuencia del

cambio de momentum es:
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La velocidad neta del influjo de momentum es:
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La fuerza de presion neta en ambos extremos es:
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mientras que la presion en la pared inclinada es:
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La suma de todas las fuerzas de presion es:

5— (d.4)

Si equilibramos el momentum equiparando (5.2) a la suma de a(5.3) y (5.4) obtenemos, tras

hacer uso de la conservacion de masa (5.1),
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Figura 4: fuerzas sobre la pared de la arteria.

Sea la presion en el exterior de la arteria constante, digamos cero. El cambio en el radio
del tubo ha de deberse al cambio en la presion de la sangre. En relacion con la figura ??, la
tension elastica debido al alargamiento de la circunferencia es 2zda / 27ma = da / a. Sea h el
grosor de la pared de la arteria, que se supone debe ser mas pequefio que a, y el modulo de
Young E. El cambio en la fuerza elastica es 2Ehda / a que ha de equilibrarse con el cambio

en la fuerza de la presion 2a dp, esto es,

lo que implica,

La presion aumenta con el radio del tubo, pero la frecuencia de aumento es mas pequefia

para un radio mayor. Con la integracion obtenemos la ecuacion de estado:

La ecuacion (5.5) puede ahora volver a formularse de la siguiente manera:



donde C se define mediante,
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y tiene la dimension de la velocidad. A la vista de (5.6), las ecuaciones (5.1) y (5.8) son un
par de ecuaciones no lineales para las dos incognitas u y S.

Para las amplitudes infinitesimales podemos linealizar estas ecuaciones. Seaa = a- + a'
con a’ <« a-entonces la (5.1) se convierte, a primer orden,
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La ecuacion de cantidad de movimiento linealizado es:
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La forma linealizada de (5.6) es:
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que se puede utilizar en (5.11) para obtener,
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Por ultimo, (5.2) y (5.8) se pueden combinar para dar la ecuacion de ondas:
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Alternativamente se puede eliminar a a fin de obtener una ecuacion para u,
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A causa de (5.12) la presion dindmica se rige también por:
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Todas las incognitas se rigen por la misma ecuacion debido a la linealidad y al hecho de

que todos los coeficientes son constantes.



Comentarios sobre la linealizacion:

Para hallar la exactitud de la linealizacion, es ttil calcular primero las escalas de
movimiento. Supongamos que 4, 7, L, U y P denotan las escalas de a', t, x, uy p'

respectivamente. Es natural tomar L = ¢yT. De (5.1), (5.5) y (5.6) obtenemos las relaciones

entre las escalas de las cantidades dinamicas:
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Con estas escalas la proporcidon de un término tipico no lineal con respecto a un término

lineal es:
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De ahi que la condicion para la linealizacion sea que:

5 Ondas en aguas poco profundas y linealizacion

5.1 Ecuaciones de gobierno no lineales

Cuando el agua de un lago o de la costa maritima sufre perturbaciones, se pueden crear
ondas en la superficie, debido a la fuerza restauradora de la gravedad. Tenga en cuenta las
leyes basicas que rigen el movimiento de las ondas largas en aguas poco profundas de
densidad constante y viscosidad imperceptible. En la Figura 5, supongamos que el eje z se

dirige verticalmente hacia arriba y el plano x, y estd en la superficie del agua al principio en



calma, A(x, y), indique la profundidad bajo el nivel del mar en calma y {(x, y, ¢) el
desplazamiento vertical de la superficie del agua. Utilice otra vez el modelo diferencial y

considere el flujo del fluido a través de una columna vertical con la base dxdy.
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Figura 5: elemento de columna de fluido en un mar poco profundo.

En primer lugar, la ley de la conservacion de masa. El indice de incremento de
volumen en la columna,
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ha de estar equilibrado por el flujo de volumen neto en la columna desde los cuatro lados
verticales. En agua poco profunda, la escala de longitud horizontal, caracterizada por la
longitud de onda A, es mucho mayor que la longitud vertical 4 El agua fluye
principalmente en los plano horizontales con la velocidad u(x, y, 7), que es esencialmente
constante en velocidad. A través de los lados verticales normales al eje x, la diferencia entre

el flujo de entrada por la izquierda y el flujo de salida por la derecha es:

[12(C 4+ Fe) | pogw — #(E+ R || dy {,_l | -'-:| } [):f.-_.--:}r.- riliy,

Del mismo modo, a través de los lados verticales normales al eje y, la diferencia entre el

flujo de entrada por la parte frontal y el flujo de salida por la parte posterior es:
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Si omitimos los términos de orden superior en dx, dy, invocamos la conservacion de la
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masa para obtener:



En el limite de anular dx, dy, tenemos, en forma de vector,
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Esta ecuacion es no lineal por el producto cuadratico de las incognitas u'y ¢ .

A continuacion, la ley de conservacion de momentum. En aguas poco profundas el
balance de momentum vertical estd dominado por la gravedad y el gradiente de presion, lo

que significa que la distribucion de la presion es hidrostatica:

p=pg(l—z). (53.2)

donde se ignora la presion atmosférica en la superficie libre. Tenga en cuenta ahora el
balance de momentum en la direccion x. La fuerza de presion neta sobre dos lados

verticales normales a la direccion x es:
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La reaccion hidrodinamica desde el fondo en pendiente al fluido es:

l,'_ll.'I . ) ) |'._.".'Il'

po—drdy = pgie + ft)—=ddy.

El cambio de momentum del fluido consiste en dos partes. Una parte se debe a la variacién
en la unidad de tiempo del cambio de momentum en la columna de agua:
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y el otro se debe al flujo neto del momentum a través de cuatro lados verticales:
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Si equiparamos la variacion total del cambio de momentum a la fuerza de presion neta en
los lados y en el fondo, obtenemos:
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invocando la continuidad (1.6.1). De ahi que la ecuacion de momentum x se reduzca a:
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Del mismo modo, el balance de momentum en la direccion y requiere:
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Estas dos ecuaciones se puede resumir en la forma de vector:
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Las ecuaciones (6.1) y (6.5) son ecuaciones diferenciales parciales no lineales combinadas
para tres incognitas escalares u'y ¢ .

A continuacidn, las condiciones iniciales y de frontera. En una costa S, no puede haber

un flujo normal, por lo tanto,
fmem =10 on oS, (5G]

donde n indica el vector normal de unidad que sefhala horizontalmente a la costa. Esta
condicién es aplicable no solo en una costa acantilada donde /4 es finito, sino también en
una linea costera donde 2 = 0, con tal de que las olas sean lo bastante suaves como para no
romper. En el segundo caso, hay que encontrar un punto de la consta desconocido a priori
como parte de la solucion.

En el instante inicial, se puede suponer que el desplazamiento ¢ (x, y, 0) y la velocidad

vertical de la totalidad de la superficie libre gé’ (x, y, 0) es conocido. Estas condiciones
t

completan la formulacion del problema de ondas en agua poco profunda.

5.2 Linealizacion para amplitud pequeia

Para ondas de amplitud pequeiia:

donde A4 es la amplitud caracteristica. La ecuacion (1.6.1) se puede simplificar ignorando
el término cuadratico,

— + V- hu 1. (5.8)

Indicando la escala temporal mediante el periodo de onda 7 y la escala de longitud

horizontal mediante la longitud de onda A, equiparamos el orden de magnitudes de los dos



términos restantes anteriores para obtener:
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Ahora, permitanos calcular la importancia del término cuadratico u#-Vu en la ecuacion de

momentum calculando el ratio,

u-vu ”(.H.-) =1
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Claramente, el término cuadratico que representa inercia convectiva también se puede

ignorar en la primera aproximacion, y la ecuacién de momento se convierte en:
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La ecuacion de continuidad (1.6.8) y la de momentum (1.6.9) estan ahora linealizadas.
En cambio, a la vista de (1.6.9) la condicion frontera en la costa (1.6.6) se puede
expresar como:
fimm =10 en 5. (5.10)
En coherencia con la aproximacion linealizada, la posicion de la costa se puede prescribir a
DpFiori.
Las ecuaciones (6.8) y (6.9) se puede combinar por el proceso de diferenciacion
cruzada. Primero diferencie (6.8) con respecto a ¢,
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a continuacion, tome la divergencia del producto de (6.9) y 4,

i
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La diferencia de estas dos ecuaciones da:

Para un fondo horizontal # = constante,
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donde c¢=./gh=0(A/T) es la velocidad caracteristica del movimiento de onda
infinitesimal. La ecuacion (1.6.12) es la ampliacion bidimensional de la ecuacion de onda.
Si, ademas, todas las condiciones son uniformes en la direccion y, 0/0y = 0, (6.12) se

reduce a la forma familiar:
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6 Sonido en fluidos

Las ecuaciones basicas que gobiernan un fluido compresible y no viscoso son las
siguientes. Conservacion de masa:
i
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Conservacion de momentum:
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Debemos anadir una ecuacion de estado,

p=pip. S (0,106

donde § indica la entropia. Cuando no se impone desde el exterior ningun gradiente de
temperatura y el gradiente del flujo no es demasiado grande, se puede ignorar la difusién
termal. Asi, el movimiento del fluido es adiabatico y la entropia es constante. Como
consecuencia de ello p = p(p, S,) s6lo depende de la densidad. La ecuacion. (7.14 ) se
puede escribir de la siguiente forma:
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Indicaremos,

para que,
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Es fécil comprobar que C tiene la dimension de velocidad.

A partir de la termodindmica, también tenemos:

Ml

donde T es la temperatura e y = ¢, /¢, = el ratio de calores especificos.



Para un gas perfecto la ecuacion de estado es:

donde R es la constante del gas. Por lo que para un gas perfecto,
\, I:"f'l.'l -

Los liquidos son mucho menos compresibles. Normalmente, la ecuacion de estado
se escribe como:
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como el coeficiente de expansion termal y

como el coeficiente de compresibilidad isotérmica. Por lo general £ es pequeioy x

mucho mas pequefio. Bajo condiciones isotérmicas el que cuenta es « .

El limite mas simple se da cuando la densidad de fondo p, y la presion 0, son

uniformes, el fluido esta estatico y las perturbaciones dinamicas son infinitesimalmente

pequenas. Podemos escribir:
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Quitando el vector rotacional del segundo, obtenemos
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asi el campo de velocidad es irrotacional si es asi desde el principio
¢ potencial mediante,

m= N

Se deduce de la ecuacion de momentum,

donde,

7 Ondas de flexion en una viga sobre una base elastica

En relacion con la Figura (8), describimos en primer lugar la conservacion de momentum

de una viga delgada. Asumamos que la viga tiene un eje horizontal

y que tiene propiedades materiales uniformes.

cuando no esté cargada

U

Figura 6: deflexion de una viga.



Supongamos que V (x) indica la deflexion hacia arriba del eje de la viga. Si el grosor es

pequeiio comparado con la longitud y la deflexién pequeiia comparada con el grosor,

px
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Figura 7: fuerzas y momentos en un segmento de viga a partir de x hasta x + dx.

una seccion transversal plana permanece aproximadamente plana tras la deformacion. De
ahi que el desplazamiento longitudinal U en la seccidon x y altura z por encima del eje sea

proporcional a z y al dngulo de inclinacion 0 V' /0 x

Por lo tanto, la deformacion es:

y la tension longitudinal es:

donde E es el modulo de Young. El momento total por la seccion media z = 0 debido a la
distribucion de tension por la seccion es:

donde,



es el momento de inercia de la seccion transversal con respecto a su seccion media z = 0.
Tenga en cuenta un elemento de longitud de la viga a partir de x hasta x + dx, tal y como
aparece en la Figura (7). El balance del momentum angular por el centro del elemento

requiere que:

ki o

donde p eslamasay pJ es el momento rotatorio de inercia por unidad de longitud de la

viga. Para una viga con seccion transversal rectangular, J = #%/12, donde 4 es la altura de la

viga. Asi,

donde £ es la constante elastica del apoyo lateral, y p(x, #) es la carga distribuida.

Utilizando (6.5.3), obtenemos:
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que es una ecuacion diferencial parcial de cuarto orden, derivada por primera vez por Lord
Rayleigh. Si la longitud de onda L es mucho mayor que la altura de la viga /L <« 1,
entonces el término que representa la inercia rotatoria es insignificante y (6.5.4) se puede
simplificar a:
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A continuacion, las condiciones de frontera. Para una viga de longitud finita, cada extremo
puede estar libre, inmovilizado o sujetado por un gozne . Si el extremo esta libre, no hay
momento torsor ni esfuerzo cortante.

O*V PV

=0,
a? a3

= (). (0.6)



En un extremo inmovilizado, la deflexion y la inclinacion han de desvanecerse.

W L) i Ll (9.7
o

En el extremo sujetado por un gozne tanto la deflexion como el momento torsor son cero.

PV

2

Para una viga infinitamente larga, las condiciones frontera en infinito dependen de la carga.
Para una carga temporal con duracién finita, V" deberia desvanecerse en distancias infinitas.
Para una carga armonica temporal, la perturbacion deberia constituir al menos ondas

salientes.

10 Trabajo en casa num.1

1. Una membrana se mantiene tensa sobre un area S. La membrana tiene una densidad
constante p por unidad de superficie y esta en condiciones de tension uniforme en todas
direcciones. Obtenga la ecuacion de gobierno correspondiente al desplazamiento lateral u(x,

¥, t) de la membrana vibrando bajo la carga distribuida de p(x, t) por unidad de superficie.

2. Tenga en cuenta la vibracion longitudinal de una barra cilindrica con un extremo fijo en
x =0y el otro en x = L unido a una masa M. Antes de que ¢ = 0 la barra estd comprimida
por la longitud €L con € < 1. En ¢ = 0 se libera la compresion. Indique la ecuacion de

gobierno y todas las condiciones iniciales y de frontera.

3. Tenga en cuenta la vibracion torsional de una barra cilindrica de seccion cruzada
circular y de radio a. Sea &x, f) = desplazamiento angular de la seccion cruzada en x, do =
elemento de area en la seccidon cruzada y ubicado a la distancia r del eje, véase figura ().
Sea 7 la tension de corte, G el mdodulo de rigidez de la elasticidad y ¢ el desplazamiento

angular de una linea originalmente paralela al eje. Demuestre que:
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Invoque la ley de Hooke 7 = G¢p y demuestre que el par de torsion total aplicado a la

seccion transversal en x es:

donde,

N 10,3

es el momento polar de inercia de la seccion cruzada. Sea / el momento de inercia por

unidad de longitud de la barra. Demuestre que:

— T — — L4

4. Durante un terremoto, el agua de un embalse ejerce una presion hidrodinamica sobre
una presa que puede fallar. Formule el problema de interaccion entre la presa y el embalse
en virtud de las siguientes hipotesis idealizadas. El embalse tiene una longitud infinita y

una seccidn cruzada rectangular uniforme.
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Figura 8: torsion de un cilindro circular.

Sélo hay agua en un lado de la presa (x > 0) que tiene una profundidad constante /. Antes
de que ¢ =0, todo estd en calma. Tras ¢ = 0 la presa esta forzada a vibrar horizontalmente,

de modo que:

tgly. 2 0 = preserito. 0= = 1
el (g, 2.1 L5

La superficie libre estd expuesta a una presion atmosférica constante. El fondo del embalse
es rigido y no vibra horizontalmente (jmenuda idealizacién!). No tenga en cuenta la
gravedad, pero si la compresibilidad del agua debido a la alta frecuencia (~ O(100)Hz).

Exprese todas las ecuaciones de gobierno incluidas las condiciones de frontera en términos



del potencial de velocidad ¢ definido por (u, v, w) = V ¢.
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