1 Estatica comparativa monétona

Suponga que X C Ry que 7T esta ordenado
parcialmente.

Definicién: una funcion /: X x 7 — R tiene diferencias cada
vez mayores en (x, 7f) paratodo x'>x y t'>¢.

Juegos supermodulares ) — Flort) > Fat

Sergei Izmalkov y Muhamet Yildiz Asi, /(#'.1) = F(,1) g5 no decreciente en .

(Gracias a Jonathan Levin) (x,t') — f(x,t)

. ., f .
Simetria: - es no decreciente en x.

Lema: si feC’, entonces ftiene diferencias en

aumento < ¢ > implica /{7 ") = J=(: 1) gara todo x,
esto es:

etz ) =0 para todo x, .




Defina

a(t) = arg max [z, ).

Teorema 1: (Topkis) Suponga que X C R es un
compacto y que 7T esta parcialmente ordenado.

Suponga que /: Xx T — R tiene ID y es semicontinuo
superior en x. Entonces,

(i) Para todo 7, x(¢) existe, tiene elementos mayores y
menores x(¢) y x(t);

(ii) Para t' =t at) = alt) g ) = Z(2)
x(t') = x(t).

y

2 Reticulas

Sea X un conjunto parcialmente ordenado con
orden >,

(piense XC Ry ™ = ¥ = i = Ui para todo
r=1,...n )
Defina
“join” LN Y = inf{ reEXz2>x.2> ;;}.
“meet” :.l' L = "5-|.I|.'3"= - ':: .1"|. TES . E .|'.l':'.
EnR
(v y), = max(z;y).

(rAy), = min(r.y).

Definicion: (X, =) es una subreticula si esta cerrada
bajo vy A




3 Funciones supermodulares

Definicién: la funcién de pago «; es supermodular en
. . — N
x; si, porcada ©—i © N iy il © A

-C-'|::.|'l,. T .'} I |'{: T _.':I ’ __|: _,.II'-_-' _,.:_ T |I} | :.'{.-' ; A 'f a .}

Nota: si *i = 7; la supermodularidad (comparable) se
satisface trivialmente,

Definicién: la funcién de pago u; es supermodular si
para todo .2 © X

Teorema: supermodularidad = supermodularidad
en x; y diferencias en aumento.

4 Juegos supermodulares

Juegos con “complementaridades estratégicas”.

Definicién: el juego (51:---:51:u1.-.. 1) gg un
juego supermodular si para todo i: (la definicién
general esta entre paréntesis).

* S;es un subconjunto compacto de [ (S; es
subreticula)

* u; es semicontinuo superior en “i: i (u; es
supermodular en s,)

- u tiene diferencias cada vez mayores en (%i: 5—i)-




5 Ejemplos

5.1 Juego de la inversion

Teorema 2: Suponga que (S, u) es un juego

supermodular, sea: ] ] . ] . i
Las firmas 1,...,/ realizan inversiones simultaneas

BR;(s_;) = arg max w; (s, 5_;). s, € {0, 1} y los pagos son:
Y - L.
Entonces, wi(sis ) =4 ™ (3 yey) — kif s =1,
e 0. if s; — 0,
(i) BHil<-i) tiene los elementos mayores y donde p esta en aumento.

menores D Hils—i) y Bli(s i),

(i) Si <~i = 5—i: entonces DHils;) = Bifi(s—i) y .
BR;i(s'" ;) = BRi(s_;). 5.2 Competicion Bertrand
Las firmas 1,...,/ escogen precios simultaneamente, y

Di(pi.p—i) = aj — bip; + > dijp;.

dF




where i;.d;; = 0. Entonces S5; — 4 y

J.[-_IIJI'- II..I r‘] = {llljl: r.-'.:l 'II ]l:l:llrll- II..I I.}

5.3 Competicion Cournot

El oligopolio de Cournot es supermodular sélo si N =
2 ys=qn S2= 0

5.4 Modelo de busqueda Diamond

I realizando esfuerzos en busca de socios comerciales:

e; Y c(e;) — esfuerzo y coste de esfuerzo del agente i,
ui(es, e—i) = e;- Y ej — efe;)
j#i

tiene diferencias en aumento en “i: *

6 Resolucién del juego de Bertrand.

=1 21”:' = s

Suponga que hay 2 firmas, "i(7i: ;)
y = 0. Suponga S° = [0,1].
:_.'[._,'.lf_lu'.' r'] = ."".'{1 2,‘1; | ."J.'}'
Omi(pi. p—i)
—

Fre
Uth

La eliminacidn iterada de estrategias estrictamente
dominadas da:

« Cualquier p, < Y esta estrictamente dominado
por p; = Y; cualquier p; < ; esta estrictamente
dominado por p; = %.

Asi, 5} = [1.3|. Observe que 5! = B#,(59).

- Repitiendo el proceso tenemos s+ — (5% 1),

- Converge en el punto (1.1}.




7 Resultado principal

Teorema 3: sea (S,u) un juego supermodular. El
conjunto de estrategias que sobreviven a la
dominancia estricta iterada tiene como elementos
mayor y menor s y = y son ambos equilibrios Nash.

Corolario:

1. El equilibrio Nash puro estratégico existe en los
juegos supermodulares.

2. Las estrategias mayores y menores compatibles
con el dominio estricto iterado, la racionabilidad, el
equilibrio correlado y el equilibrio de Nash son las
mismas.

3. Si un juego supermodular tiene un equilibrio de
Nash unico, entonces es resoluble por dominancia
(y asi muchas reglas de aprendizaje o ajuste
convergeran en él (p ej.: dinamica de la mejor
respuesta)).

7.1 Prueba del teorema 3

* Itere el mapa de la mejor respuesta.

0 _ o 0 _ 0 0y
T G i) ~ mayor elemento
en S°

"'l:_l_llj'l.{l"\ll:lr_l "*lfl—{:-'r 50 5 '-.]'}

1

1 . ]
7i es dominado por “i porque:

. Cualquier i ¢

) r 1 "
I'!_..{ Sg4 8 .'.:I wilsr, = r_l
I'!_.'{ Sjs _\_.I:} II::I -:-'|:|: L"}- -..D r‘] |:|
"II'- —BF ’I 1y, '_|'.- _ — -_l'.- 1. Lo _.".- 1
. sE=TR(s" 1), s {HII eSFlis; <4 }




+ Defina

5 = lim s&.
. |i| =i .

Sélo las estrategias “i = i no estan dominadas

o 3=1(51,. -, 51} -equilibrio Nash, ciertamente

|-!I.{_-':' f 1_ _\__.l-' I,::l = ':'Ifl::"—.f- -\.'I' r']

(5, 54) = uilsi, 54).

— {0 0

. . o ;
« Del mismo modo defina < — (57.---. 1)~ el
elemento mas pequeiio en S°

-l = BR(s° i) ‘wl = {-.; = ‘-:'D - 8; = 8t

* Obtenga = —
Nash

(s1.---.51) pruebe que es equilibrio

8 Propiedades de los juegos supermodulares

Idea: utilice la monotocidad para obtener resultados
estaticos comparativos.

* Un juego supermodular (S, ) es indexado por ¢ si
cada funcién de pago de los jugadores es
indexada por ¢ <7, algun conjunto ordenado y para

todo i “i{%i:5~i:!) tiene diferencias en aumento en
(5;.1).

Propuesta: suponga (S, u) es un juego supermodular
indexado por ¢. Los equilibrios Nash mayores y
menores aumentan en ¢.

* Un juego supermodular (S, u) tiene efectos

secundarios positivos si para todo i, “(<i: &)
aumenta en “—:

Propuesta: suponga que (S, «) es un juego
supermodular con efectos secundarios positivos.
Entonces el equilibrio Nash mas grande es Pareto
preferente.




