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Juegos en forma normal

# Un juego en forma normal es una triple (N,S,u)
= N={1,...,,N} es el (no-vacio) conjunto de jugadores
= 5=5,%...xS es el conjunto de perfiles de estrategia

+ Una estrategia mixta para n es una prob. de distribuc. &, en S,
esto es, T, A(S,).

= U:S>RN es el vector de pagos.
+ Defina u(m)=2...2u(Sy,...,S\);(S1)--- T (Sp)-

# El pago del jugador n es u(m).

® Las estrategias pueden ser correlacionadas: u(m)= . u(s)m(s)

¢Estrategias mixtas?

#Interpretaciones de equilibrios mixtos
= ¢Engano?
+ Un consenso informal contempla el “engano”

como equilibrios agrupados en juegos de
informacion incompleta

s Incertidumbre en otras mentes
= Proporciones de poblacién

= Harsanyi: aproximacion conductual al
equilibrio estratégico puro en juegos con
perturbaciones de pago aleatorias




Motivos para la correlacion

# El juego de las personas se puede correlacionar
objetivamente por razones externas al juego:
= Pueden observar una variable comdn, como el tiempo.

= Pueden tener una cultura comin que les predispone a tener
inclinaciones comunes, desconocidas para el observador externo,
que aparecen como correlaciones en el comportamiento.

4 El juego también se puede correlacionar subjetivamente.

= Tal vez el observador esté aprendiendo un aspecto desconocido
del comportamiento humano.

= Quiza el observador sepa que cada tribu tiene un jefe
sin saber quién es. Entonces, un comportamiento de “jefe” por
parte de un jugador hace menos probable que otros lo exhiban.
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Racionalidad bayesiana

#Un jugador racional (bayesiano)
m tiene creencias sobre las posibilidades de juego de su rival
m optimiza de acuerdo con esas creencias

#Teorema. Una estrategia del jugador n es
la mejor respuesta a cierta distribucion de
probabilidad del juego de su rival si y sélo
Si no esta estrictamente dominada por una
estrategia mixta o pura del jugador n.

Prueba

# Si s, esta estrictamente dominada por s, entonces s,” es mejor
respuesta a una distribucion de probabilidad sobre otras estrategias.

# Suponga que s, no esta estrictamente dominada. Sea K el numero
de perfiles en S_,.. enotnces los siguientes dos subconjuntos convexos
de RK son inconexos:

s A=Capsula convexa{(u .(S,’/5.,)iS.€S.)IS,'€ Sy}
s B={zeRK|z>u (s, )}

# Al separar el teorema hiperplano, existe un vector no-cero p tal que
p-y=pz para todo ze A, ye B. Mediante inspeccién, p es no-negativo
y puede normalizarse al vector de probabilidad requerido.

@ Como y*=u,(s,,) esta en el limite de B, p.y">pz para todo ze A.
QED




Equilibrio de estrategia dominante

4 Asuma que para cada n hay una estrategia s,”
que domina estrictamente las otras estrategias de n.

Teorema: si todos los jugadores son racionales,
entonces s* se jugara.

# Asuma que para cada n hay una estrategia s,**
que domina débilmente las otras estrategias de n.

Teorema: si todos los jugadores son racionales y
prudentes, entonces s** se jugara.

Racionalizabilidad

# Definicion. Una estrategia s; para el jugador j es
racionalizable si hay una coleccion de conjuntos
{Z,} tal que s;e Z; y para todos los jugadores n,
= Zn o Sn
= Para todo s.€Z,, s, e€s una buena respuesta a cierta p,

creencia pn Cuyo apoyo es un subconjunto de Z _,.

4 Observe que
= todos los elementos de cada Z, son racionalizables.

= La union de todos los Z, es el conjunto de estrategias
racionalizables para el jugador n.
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Iteracion hacia la racionalizabilidad

% Primer paso
» Cada jugador es (bayesiano) “racional” . Por tanto, cada uno
juega solo estrategias que no estan estrictamente dominadas.
= Cree una nueva forma de estrategia eliminando las estrategias
dominadas del juego original.
4 Iteracion n+1
» Cada jugador sabe que otros sélo jugaran las estrategias que
resten de la iteracién n. Los jugadores racionales eligen la mejor
respuesta, esto es, una estrategia que no esta estrictamente
dominada en el nuevo juego.
= Cree la forma estratégica n+1 eliminando las estrategias
dominadas de la forma estratégica n.

# Si el juego original es finito, al final no se realizan
cambios.
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Dominancia estricta iterada y
racionalizabilidad

# Teorema. Cuando el proceso iterativo termina,
las estrategias restantes de cada jugador n
son precisamente las estrategias racionalizables
de n.

# Prueba

» Cada fase elimina sdlo estrategias que no son
racionalizables.

= Las estrategias restantes son necesariamente
racionalizables.
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Comprobacion de racionalidad y
racionalizabilidad

Teorema (Bernheim, Pearce): Asuma
que los pagos Y la racionalidad son bien
conocidos. Entonces, cada jugador debe
jugar una estrategia razonable.
Es mas, dado cualquier perfil de estrategia
racionalizable s, existe una jerarquia de
de creencias en la que se juega s.
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Eqg. de Nash y racionalizabilidad

# Todo equilibrio de Nash es racionalizable.

# Teorema (Milgrom y Roberts): Asuma un juego
supermodular en una reticula completa.
Entonces, existe el equilibrio Nash mas grande y

mas pequefo, X ey, respectivamente. Si z es
racionalizable, entonces x <z <.

# Corolario: Si un juego supermodular tiene un
equilibrio de Nash Unico, entonces tiene una
estrategia racionalizable Unica.
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Racionalizabilidad en el duopolio
lineal de Cournot
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Ejemplo (robustez)

L R

T 2,1.001 1001,1

B 1,1 1000,1000
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Equilibrio de Nash y teoremas
de su existencia

17

Equilibrio de Nash

# Un juego en forma normal es una triple (N,S,u)
» N={1,...,,N} es el conjunto (no-vacio) de jugadores
s 5=5,x...xS es el conjunto de perfiles de estrategia

+ Una estrategia mixta para n es una prob. de distribucion = ,
sobre S,, esto es, m.e A(S,).

= U:S>RN es el vector de pago.
+ Defina u(m)=2...2U(Sy,...,Sy)T1(S1)- .-ty (Sp)-
# Equilibrio: un perfil de estrategia mixto eIl es
un equilibrio Nash si
(Vne N)(V7, € A(S, ), (7) 2 u,(7),7_,)
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Condiciones epistémicas para el E.N.

Teorema (Aumann & Brandenburger): en un
juego de 2 personas, asuma que las funciones
de pago, la racionalidad de los jugadores y sus
conjeturas son conocidas mutuamente. Entonces,
las conjeturas constituyen un equilibrio de Nash.

Para n>2 jugadores, necesitamos una suposicion
previa comUn y un conocimiento comun de las
conjeturas.

19

Existencia del equilibrio de Nash

4 Teorema (Nash). Suponga que el nimero de jugadores
y los conjuntos de estrategia son finitos. Entonces,
existe un equilibro de Nash.

# Prueba. Sea A el conjunto de perfiles de estrategia mixta
y considere el mapa f:A>A dado como sigue. f (n) es
la distribucion de probabilidad sobre S, que asigna a
cualquier estrategia s, la probabilidad:

max (0,7,(s,) + U, (5,,7.,) ~ U, (7))
max (0,7, (s})+ U, (5. 7.,) ~ U (7))

f.()(s,) = 3

sreS,

20
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Prueba, continuacion

4 Como esta funcién es continua y A es convexo y
compacto, f tiene un punto fijo.

4 Por inspeccion, el punto fijo tiene las propiedades que

= cada una las estrategias de n que se juegan con probabilidad
cero tiene un beneficio esperado no mayor que u,(r).

= cada una de las estrategias puras de n que se juega con
probabilidad positiva tiene el mismo beneficio esperado.

# Por tanto, el punto fijo es un equilibrio de Nash. QED
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Funciones de pago concavas

# Teorema. Sean S;,...,Sy subconjuntos convexos y compactos
de un espacio euclideo. Suponga que para todo n, u,:S>R
es continuo y que para todol s_,, U(s,)=u,(s,,S.,) €S
céncavo. Entonces, existe un perfil de estrategia de
equilibrio de Nash seS.

# Notas:

= Aparentemente, este es un teorema de la existencia de un
equilibrio de Nash de estrategia pura.

= Dado cualquier juego finito, el juego correspondiente en

estrategias mixtas es lineal en las estrategias y por tanto
satisface la hipdtesis mencionada.

U

22
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Prueba

# Considere la correspondencia “mejor respuesta” f:S->S,
dada por:

f.(s)=argmaxu,(,s_,)

={s7e S, |(Vs, e S,)u,(s,,s_,)=u,(s,,s_,)}

# Observe (sig. diapo.) que f tiene una “curva cerrada” y
es de valor convexo.

# Se aplica el teorema del punto fijo de Kakutani (al igual
que varios otros). Por construccion, un punto fijo es un
equilibrio de Nash. QED
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Detalles

# El teorema del punto fijo de Kakutani

= Sea A un subconjunto compacto y convexo de RNy sea f:A>A
una multifuncion (“correspondencia”) tal que para todo xe A, f(x)
es convexo Y tal que la gréafica de f es cerrada. Entonces, existe
xe A tal que xef(x).

4% Prueba de la grafica cerrada

= Sea {sk} una secuencia de perfiles estratégicos que convergen en
s*; sea rkef(sk); y sea r* un punto de acumulacion de {r<}.
limitamos la atencién a una subsecuencia convergente de {r}.
Mediante continuidad de u,
’ Yool H k o~k
(Vs) € S,)u,(r,,8",) = limu, (1, s%,)

2 limu,(s;,s",) = u,(s).s.,)
m

24




Otras pruebas de existencia

#|as varias pruebas de existencia “general”
del equilibrio de Nash se basan en los
teoremas del punto fijo.

= Algunos son teoremas topoldgicos

= Mas adelante, nos encontraremos un teorema
de punto fijo basado en reticula.

25
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Equilibrio correlacionado
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Motivacion

# Los jugadores se pueden correlacionar objetivamente
por motivos externos al juego:
= Pueden tener una variable comin, como el tiempo.

= Pueden tener una cultura comudn que les dispone a tener
inclinaciones comunes, desconocidas para el observador exterior,
que aparecen como correlaciones en el comportamiento.

4 El juego también se puede corelacionar subjetivamente.

= Talvez el observador esté aprendiendo algun aspecto desconocido
del comportamiento humano.

= Quiza el observador sepa que cada tribu tiene un jefe sin saber
quién es. Entonces, un comportamiento de “jefe” por parte
de un jugador hace menos probable que otros lo exhiban.
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Definicion

4 Dado un juego finito en forma estratégica (N,S,u), un
perfil de estrategia correlacionada tiene estos elementos:
= Un espacio de probabilidad finito (Q,n)
= Para cada jugador n, una particién de informacion P, de Q.
= Para cada jugador n, una estrategia ¢,:QQ>S, mensurable
con respecto a P,..
# El perfil de estrategia correlacionada es un equilibrio
correlacionado si para cada n y cada estrategia 1,
mensurable con respecto a P,

> U (o) m(@)2Y  u,(7,(®),0.,(0) (o)

28
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Resultado de caracterizacion

# Teorema. Cada distribucién de probabilidad = de perfiles
estratégicos en un equilibrio correlacionado se puede
lograr fijando el espacio de probabilidad a (S,n), la
particion P, sea conjuntos de la forma {seS|s,=a}, y el
perfil de estrategia o tal que ¢,(s)=s,.

= Por lo tanto abreviamos diciendo “r es un equilibrio
correlacioando” para decir que ((S,n),P,c) segun se define en
el teorema es un equlibrio correlacionado.
29
L R L R
Ejemplo -2 2~ /2 | p»
B Ditpy | p+p, btps | p,+p
S ey R A 7E N 2 -
T 2,1 | 0,0 Dyt Dy | P3Py DDy | Pt Py
#Condiciones:
B| 0,0 1,2 2p, N 0p, 5 0p, i 1p,
ntp, pbtp, ptp, DtDp;
L R u 2p1 2 P>
= Py 2p3
T P | P " 2p,>p,
= P; = 2ps
Bl ps P4

30
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Resultados adicionales

en un equilibrio Nash, entonces © es un equilibrio correlacionado.

4 Teorema. El conjunto de equilibrios correlacionados m es un conj. cerrado, convexo.
L 4

% Teorema. Si © es una distribucién de probabilidad de perfiles estratégicos

Prueba. = es un equilibrio correlacionado si y sdlo si satisface el siguiente
conj. de desigualdades lineales, para todas las funciones de jugadores n

f:S,>S,.

ZSES”(S)U(S) 2 ZSESﬂ'(S)U (fn(sn )’S—n )

4 Teorema. Cualquier estrategia jugada con probabilidad
positiva en un equilibrio correlacionado es racionalizable.

31
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Formas extensivas y racionalidad
secuencial
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Formas extensivas

# Una forma extensiva consiste en:
= El conjunto de jugadores, N.
= El conjunto de historias (secuencias) H, que incluye la secuencia
vacia y tiene la propiedad de que si (a,,...,a)eH y L<K,
entonces (ay,...,a )e H.
+ Una historia (ay,...,a,) es completa (o terminal) si no hay K>L tal que
(a1,...,ak)e H. Todas las historias infinitas (a1,...,al,...) son completas.
+ Para cualquier historia no terminal escriba A(h) = {a|(h,a) eH}
= Una funcion de pago que relaciona historias completas con pagos
para cada jugador.
= Una funcién P que asigna a cada historia no terminal he H un
jugador n o posibilidad c (el jugador que se "mueve" en h); si

P(h) = ¢, asigna también una distribucién de probabilidad en A(h).

= Una particién (I¥) de h no terminal con P(h)eN tal que, si h,h’
eIk, entonces A(h) = A(h") y P(h) = P(h").
33

Definiciones

#Se dice que un juego tiene recuerdo
perfecto sélo si ningun jugador olvida lo
que sabe y lo que ha hecho. Siempre
asumimos un juego perfecto.

# Un juego de informacion perfecta es un
juego en el cual todos los conjuntos de
informacion son simples.

34
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Racionalidad secuencial

4# Dado un conjunto de informacion I, donde se
mueve el jugador n, éste tiene
= una distribucion de probabilidad u(.|I,) sobre I
= y una distribucidon de probabilidad sobre el juego de
otros en el “juego de continuacidon” (que puede no
ser un “subjuego”),
representando sus creencias supeditado a que se
alcance I,
# Un jugador n es racional secuencialmente solo si,
en cualquier conj. de info. I, que se mueva,
maximiza su pago esperado a condicion de que I

se alcance y segun sus creencias en I,.. e

Dominancia condicional

#Una estrategia estd dominada condionalmente
en I siy solo si su restriccion al “juego de
continuacion” en I esta estrictamente dominada
en ese juego para cada probabilidad de
distribucion en I_..

#Un jugador racional secuencialmente
nunca juega una estrategia dominada
condicionalmente.

36
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Dominancia iterativa
condicional

% Primer paso
= Cada jugador es racionalmente secuencial. Por tanto, sélo
juega estrategias no dominadas condicionalmente.
= Cree un nuevo juego eliminando las estrategias dominadas
condicionalmente del juego original.
4 Iteracion n+1

= Todo jugador sabe que otros sélo jugaran las estrategias restantes
de la iteracion n. Los jugadores secuencialmente racionales
escogen la mejor respuesta en cualquier conj. de info., esto es, una
estrategia que no estd dominada condicionalmente en el nuevo juego.
= Cree la forma estratégica n+1 eliminando estrategias dominadas
condicionalmente de la forma estratégica n.

# Si el juego original es finito, al final no se realiza
ningun cambio.

37

“Teorema”

Si el juego vy la racionalidad secuencial de
jugadores son conocidos por todos,
entonces jugaran un perfil de estrategia
que sobreviva a la dominancia iterativa
condicional.

38
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Juego del ciempies

» 3,2

39

Induccion hacia atras

#La dominancia iterativa condicional en un
juego de informacidn perfecta con historias
finitas se llama induccion hacia atras.

40
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Equilibrio secuencial

€ Una valoracion es un par (s,u(.|.)) de perfil
estratégico s y una funcién u(.|.) que da una
distribucion de probabilidad condicional p(.|1,)
en cada conjunto de informacion I,.

# Una valoracion (s,u(.|.)) es racional secuencial
solo si cada s,, es una mejor respuesta a s_, en
cada conj. de info. I, de n conforme a u(.|1,).

# Una valoracion (s,u(.].)) es consistente sélo si
hay una secuencia ((sk,uX(.].))), de valoraciones s.a.
n (SKuk(.].)) = (s,u(.].)) métrica euclidea;
= cada sk esta completamente mezclada, y

= uk(.].) se deriva de sk utilizando la norma de Bayes.
41

Equilibrio secuencial

Definicidn (Kreps, Wilson): un equilibrio
secuencial es una valoracidon que es tanto
racional secuencialmente como
consistente.

42
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