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Sinopsis de la teoria de la eleccion

El presente documento resume los elementos de la teoria de la utilidad esperada. Si
desea una exposicion detallada de los primeros cuatro apartados, consulte Kreps (1988);
para el ultimo apartado consulte Savage (1954). Definiremos en primer lugar una funcion
de eleccion y presentaremos las condiciones necesarias y suficientes que ésta debe
satisfacer para ser representada por una relacion de preferencia: preferencias reveladas. A
partir de ahi presentaremos las condiciones necesarias y suficientes que dicha relacion de
preferencia debe satisfacer para ser representada por una funcion de utilidad: representacion
ordinal. A continuacion, presentamos las teorias de utilidad esperada de Von Neuman y
Morgenstern, Anscombe y Auman, y Savage, donde la funcion de utilidad que representan
adopta una forma de expectativa: representacion cardinal.

1 Preferencias Reveladas

Tengamos en cuenta un conjunto X de alternativas. Se trata de alternativas que se
excluyen mutuamente, es decir, que no se pueden elegir dos alternativas diferentes a la vez.
Exploramos todo el conjunto de alternativas posibles para que las opciones del jugador
estén siempre definidas.

Definicién 1: Por funcion de eleccion, entendemos una funcion ¢:2"\{g} — 2" \{g} tal

que:
¢(A)c A paracada 4e2*\{¢}.

Aqui ¢ (4) consiste en las alternativas que el agente fal vez escoja si se le limita a 4;
escogera solo una de ellas. Observe que se asume que ¢ (4) es no vacio.

Nuestro segundo constructo es una relacion de preferencia. Tome una relacion =
sobre X, esto es, un subconjunto de X x X. Se dice que una relacion — es completa si y solo

si, dado cualquier x,y e X, bien " = ¥ 9 4 T .I'. Qe dice que una relaciéon ~ es
transitiva si y s6lo si, dado cualquier - ¥- = € X |



Definicion 2 Una relacion es una relacion de preferencia si y solo si es completa y

transitiva.

Dada una relacion de preferencia ©—, podemos definir preferencia estricta
mediante

y la indiferencia ~, mediante

Ty = [rEyy oy

Considere ahora la funcion de eleccion ¢ (-; © ) de un agente que quiere escoger la
mejor alternativa disponible con respecto a una relacion de preferencia . Esta

funcion se define mediante
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Observe que, como - es completo y transitivo, siempre que 4 sea
finito. Tenga en cuenta un conjunto 4 con miembros x € y tal que nuestro agente pueda
escoger x a partir de A(i.e., x © y). Considere también un conjunto B a partir del cual
puede elegir y (i.e.,, y © z para cada z € B). Ahora, si x € B, entonces también puede
elegir x de B (i.e, x © z para cada z € B). Esto es, c(; ) satisface el siguiente

axioma de Hauthakker:

Axioma 1. ( Hauthakker) Dado cualquier A, Bconx,y € ANB,six € c(A)yy €
¢(B), entonces x € c(B).

Resulta que cualquier funcién de eleccion ¢ que satisface el axioma de Hauthakker
se puede considerar que proviene de un agente que intenta elegir la mejor alternativa
disponible con respecto a una relacion de preferencia . Dicha relacion de

preferencia se puede medir mediante:

Teorema 1. Si © es una relacion de preferencia, entonces c(; ) satisface el axioma

de Hauthakker. Al contrario, si una funcion de eleccion c satisface el axioma de



Hauthakker, entonces existe una relacién de preferencia ~ ¢, tal que ¢ = ¢ (-; —¢).

2 Representacion ordinal
Estamos interesados en relaciones de preferencia que se pueden representar

mediante una funcion de utilidad u - X —R en el siguiente sentido:

XL

r =y = ulr) = uly) V.

M

(OR)
Claramente, cuando el conjunto X de alternativas es numerable, cualquier
relacion de preferencia se puede representar en este sentido. El siguiente
esquema pone de relieve que una relacion ha de ser una relacion de preferencia
para ser representada por una funcion de utilidad.

Teorema 2. Sea X finito (o numerable). Una relacion = se puede representar
como una funcion de utilidad U en el sentido de (OR) si y solo si — es una
relacion de preferencia. Es mds, si U : X —>R representa —, ysif: R — R es

., . . i o r ., o
una funcidn estrictamente creciente, entonces ! - U también representan °
Por el ultimo enunciado, llamamos a tales funciones de utilidad ordinales.

Cuando X es no numerable, tal vez algunas relaciones de preferencia no estén
representadas por ninguna funcidén de utilidad, como las preferencias lexicograficas
sobre R?." Si las preferencias son continuas se puede representar mediante una funcion

de utilidad (continua) incluso cuando X no es numerable.
Definicion 3. Sea X un espacio métrico. Una relacion de preferencia — se dice que es

continua si y solo si, dadas dos secuencias (x,) e (y,) con x, — x e y,—Y,

Teorema 3. Sea X un espacio métrico separable, como R" . Una relacion
sobre X se puede representar por una funcion de utilidad continua U : X — R

en el sentido de (OR) si y solo si — es una relacion de preferencia continua.

" De hecho, alguna forma de numerabilidad es necesario para la representabilidad. X debe ser separable con

respecto a la topologia de orden de , esto es, debe contener un subconjunto numerable que sea denso con
respecto a la topologia de orden. (Véase Teorema 3.5 en Kreps, 1988).



Cuando un jugador escoge entre sus estrategias, no sabe qué estrategias
elegiran los otros, por tanto, no esta seguro de las consecuencias de sus actos (a
saber, estrategias). Para analizar las decisiones de los jugadores en un juego,
seria util tener una teoria para la toma de decisiones que nos permita expresar
las preferencias de un agente sobre actos con consecuencias inciertas

(estrategias) en términos de su actitud hacia las consecuencias.

3 Representacion cardinal

Considere un conjunto finito Z de consecuencias (o precios). Sea S el conjunto de
todos los estados del mundo. Tome un conjunto £ de actos - S — Z como el conjunto
de alternativas (i.e., conjunto X = F). Cada estado s € S describe todos los aspectos
relevantes del mundo, luego los estados se excluyen mutuamente. Es mads, la
consecuencia f (s) del acto f'depende del verdadero estado del mundo, asi, el agente tal
vez no esté seguro de las consecuencias de sus actos. Nos gustaria representar la

relacion de preferencia del agente < sobre F mediante un U :R — R tal que
Uify=FEluof

(en el sentido de (OR)) donde u : Z — R es una “funcion de utilidad” sobre Zy E es

un operador de expectativa sobre S. Esto es, queremos:
II'- . _l'.' A Y |! 7 : II-' j' jr |III I|'-| . lll_. n _I'.' { ,j .l'll | . (EUR)

En la formulacion de Von Neumann y Morgenstern, la distribucion de probabilidad (y
por tanto el operador de expectativa E) es dado objetivamente. De hecho, formulan
actos como loterias, p.ej., distribuciones de probabilidad sobre Z. En un mundo tal,
caracterizan las condiciones (sobre ) bajo las que ~ es representable en el sentido
de (EUR).

Para los casos que nos interesan, no existe distribuciéon de probabilidad dada
objetivamente sobre S. Por ejemplo, la posibilidad de estrategias que desplegaran los
otros participantes no se da objetivamente. Por tanto, necesitamos determinar la
estimacion de probabilidad (subjetiva) del agente sobre S.

Anscombe y Aumann desarrollan un modelo manejable en los que las valoraciones
de probabilidad subjetiva del agente se determinan utilizando su actitud hacia las
loterias (con probabilidades dadas objetivamente) asi como hacia los actos con

consecuencias inciertas. Para ello, estudian las preferencias del agente sobre el



conjunto P° de todos los “actos” cuyos resultados son loterias sobre Z, donde P es el
conjunto de todas las loterias (distribuciones de probabilidad sobre Z).

En este escenario, es sencillo determinar las estimaciones de probabilidad del
agente. Considere un subconjunto 4 de S y cualesquiera dos consecuencias x, y € Z
con x > y. Considere el acto f4 que da como resultado la loteria segura de x sobre A,” y
la loteria segura de y sobre S\A. (Véase figura 1). Bajo las suficientes suposiciones de

continuidad (que también son necesarias para
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Figura 1: figura de Anscombe y Aumann

2 Esto es, f; (s) = o, siempre que s € 4 donde & asigna la probabilidad 1 al resultado x.



la representabilidad), existe cierto s € [0, 1] tal que el agente es indiferente entre fo y
el acto ga que siempre da como resultado la loteria ps que da x con probabilidad 7t € y
con probabilidad 1 - ms. Entonces, ma es la probabilidad (subjetiva) de que el agente
asigne al evento 4 — de acuerdo con la suposicion de que ma no depende de qué
alternativas x e y se utilicen. De este modo, obtenemos una distribucion de probabilidad
sobre S. Utilizando la teoria de Von Neumann y Morgenstern, obtenemos un teorema de
representacion en este espacio ampliado donde tenemos tanto la incertidumbre subjetiva
como el riesgo dado objetivamente.

Savage desarrolla una teoria con incertidumbre subjetiva pura. Sin utilizar
probabilidades dadas objetivamente, bajo ciertas suposiciones de “rigurosidad”, deriva
una distribucidén de probabilidad tnica sobre S que representa las creencias del agente
incrustadas en sus preferencias, y a continuacion, utilizando la teoria de Von Neumann y
Morgenstern obtiene un teorema de representacion — en el que la funcion de utilidad y
las creencias se derivan de las preferencias.

A continuacidn presentamos las teorias de Von Neumann, Morgenstern y Savage.

4 Von Neumann y Morgenstern

Tenemos en cuenta un conjunto finito Z de premios, y el conjunto P de todas las
probabilidades de distribucion p : Z — [0,1] sobre Z, donde DezPlz) = 1 Aestolo
llamamos loterias de distribucién de probabilidades. Nos gustaria tener una teoria que
construya las preferencias de un jugador en la loteria a partir de sus preferencias en los
premios. Una relacion de preferencia — sobre P se dice que esta representada por una

funcion de utilidad von Neumann-Morgenstern u : R — R si y sélo si:

p=yq < Ulp)= Z a(2)p(z) =Y ulz)glz) = Ulg) (1)
zEL rE 2

para cada p, ¢ € P. Observe que U :P — J1 representa *~ en sentido ordinal. Esto es, el
agente actiia como si quisiera maximizar el valor esperado de u. Las condiciones

suficientes y necesarias para una representacion como en (1) son las siguientes:

Axioma 2 ~ es completo y transitivo.



Esto es necesario por el Teorema 2, ya que U representa — en sentido ordinal. La
segunda condicion se llama axioma de independencia, y enuncia que la preferencia de

un jugador entre dos

Figura 2: dos loterias

ap+ (1 —a)r aq+ (1 —a)r

Figura 3: dos loterias compuestas

loterias p y ¢ no cambia si lanzamos al aire una moneda y le asignamos una loteria fija

7 si sale “cruz”.

Axioma 3. Para cualesquiera p, q, v € P, y cualesquieraa € (0, 1], ap + (I —a)r >

ag+ (I —a)r &p>q.

Sean p y ¢ las loterias ilustradas en la Figura 2. Entonces, las loterias ap + (1 —
a)ry ag + (I — a)r se pueden representar como en la Figura 3, donde lanzamos una
moneda entre una loteria fija » y nuestras loterias p y ¢g. El Axioma 3 que el agente no
cambiaria de opinién una vez lanzada la moneda. Por tanto, nuestro axioma se puede

tomar como un axioma de “consistencia dindmica” en este sentido.



La tercera condicion es el axioma de continuidad. Estipula que no existen premios

“infinitamente buenos”
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Figura 4: curvas de indiferencia en el espacio de las loterias

o “infinitamente” malos. [También se requiere cierto grado de continuidad para la

representacion ordinal. ]

Axioma 4. Para cualesquierap, q, r € P, sip > q > r, entonces existe a, b € (0, 1) tal

queap + (I —a)r >q >bp + (I —)r.

Los axiomas 3 y 4 implican que, cualesquiera p, q, r € Py cualquier a € [0, 1],
sip ~q, entoncesap + (I — a)yr ~aq + (—a)r. (2)

Esto tiene dos implicaciones:

1. Las curvas de indiferencia de las loterias son lineas recta.
2. Las curvas de indiferencia, que son lineas rectas, son paralelas.



Para ilustrar estos hechos, considere tres precios z, , z1, Y z2, donde z, >z | > z,.
Una loteria p se puede dibujar en un plano tomando p (z;) como la primera coordinada
(en el eje horizontal), y p (z2) como la segunda coordinada (en el eje vertical). p (z¢) es 1
—p (z1) — p (z2). [Vea la ilustracion en la Figura 4.] Dadas dos loterias cualesquiera p y
g, las combinaciones convexas ap + (I — a) g con a € [0, 1] forman el segmento lineal
que conecta p a gq. Ahora, tomando » = ¢, podemos deducir de (2) que, si p ~ g,
entonces ap + (I —a) g ~ aq + (I — a)qg = g para cada a € [0, 1]. Esto es, el segmento
lineal que conecta p a ¢ es una curva de indiferencia. Es mas, si las lineas / y /' son

{ JdWi { q' ; :
/o q'1/]q |, donde 1"y 4 | son las distancias de qyq'al

paralelas, entonces
origen, respectivamente. De ahi, tomando a@ = a/f, calculamos que p'=ap + (1 — a) .
yq'=ap + (1 — a) &0, donde O, es la loteria en el origen, y da zo con probabilidad 1.
Por lo tanto, mediante (2), si / es una curva de indiferencia, /' es también una curva de
indiferencia, mostrando que las curvas de indiferencia son paralelas.

La linea / se puede definir mediante la ecuacion up (z1) + uyp (z3) = ¢ para cierto u;,
, U, , ¢ € R. Como /' es paralelo a /, /' también se puede definir mediante la ecuacion
wp (z1) + upp (zz) = ¢' para cierto ¢'. Como las curvas de indiferencia estan definidas
por la igualdad up (z1) + upp (z2) = ¢ para varios valores de c, las preferencias estdn

representadas por

U (p) = 0+ urp (21) + Uop (Zg)
u(20)p(20) + u(21)p (21) + u(22)p(22),

donde

u(z) = 0,
u(z1) = uy,
u(z2) = Usg,

dando la representacion deseada.

Esto es cierto en general, tal y como se pone de manifiesto en el siguiente teorema:

Teorema 4 Una relacion - sobre P se puede representar mediante una funcion de

utilidad von Neumann-Morgenstern u : Z — R como en (1) si y sélo si ~ satisface



los axiomas 2-4. Es mds, u'y u representan la misma relacion de preferencia si y solo

si i =au + b para ciertoa>0yb € R..

A tenor del tltimo enunciado de nuestro teorema, esta representacion es “exclusiva
hasta que llega a transformaciones afines”. Esto es, las preferencias de un agente no
cambian cuando cambiamos su funcion de utilidad von Neumann-Morgenstern (VNM)
al multiplicarlo por un numero positivo, o anadiéndole una constante; pero si cambian
cuando lo transformamos a través de una transformacion no lineal. En este sentido, esta
representacion es ‘“‘cardinal”. Recuerde que, en una representacion ordinal, las
preferencias no cambiarian incluso si las transformaciones fuesen no lineales, con tal

de que estuviese aumentando.

S Savage

Tomemos un conjunto S de estados s del mundo, un conjunto finito Z de consecuencias
(x, v, z), y tomemos el conjunto F =Z° de actos f: S — Z como el conjunto de
alternativas. Fije una relacion © sobre F. Nos gustaria encontrar las condiciones
necesarias y suficientes en - para que ~ pueda estar representada por cierta U en el
sentido de (EUR); esto es, U (f') = E[u o f]. En esta representacion, tanto la funcion de
utilidad u - Z — R y la distribucién de probabilidad p sobre S (que determinan E) se

derivan de . Los teoremas 2 y 3 nos dan la primera condicion necesaria:
P 1 = es una relacion de preferencia.

La segunda condicion es la pieza central de la teoria de Savage:

El principio de la certidumbre Si un agente prefiere un acto f a cierto acto g cuando
sabe que cierto evento A < S ocurre, y si prefiere f a g cuando sabe que A no ocurre,
entonces debe preferir f a g cuando no sabe si A ocurre o no. Este es el enunciado
informal del principio de la certidumbre. Una vez que determinemos las evaluaciones
de probabilidad del agente, nos dard el axioma de independencia, Axioma 3, de Von
Neumann y Morgenstern. La siguiente formulacion de Savage, P2, no solo implica este
enunciado informal, sino que también nos permite declararla formalmente,

permitiéndonos definir preferencias condicionales. (Las preferencias condicionales



también se usan para definir las creencias).

P2Seaf f',,g g € FyB c Sseatal que

f(s)=f"(s)yg(s)= g (s)encadas € B

fGs)=g((s)y f'(s)=g (s)encadas ¢ B.
Sy f = g, entonces ' g'.
Preferencias condicionales. Utilizando P2, podemos definir las preferencias

i i
condicionales como sigue. Dado cualquier f, g, h e F'y B — S, defina los actos /|8y ¥|h
mediante

Y I fis) sise B
Ir b | . ;
JIg \2) ;s
(=) de otro modo
y
. I gls) sisc B

g8 :
1 fi(5) deotro modo

h g
i , .
Esto es, ' |# y “/| 5 estan de acuerdo con /'y g, respectivamente, sobre B, pero cuando B no

ocurre, dan como resultado el mismo acto por defecto 4.
il

e b
Definicion 4 (Preferencias condicionales) f ~— g dado B si y sélo si ' |5 — Y5

P2 garantiza que / © g dado B esta bien definido, esto es, no depende del acto por

[
o |-'Il'

! fi {
defecto h. Para comprobarlo, tomemos cualquier h' € F, y defina ' |8 y 1B

consecuentemente. Compruebe que

|r el — Filio) — I'.'I ! r -'I { o f— = f— 'rlr
fplsl=F(s)=fgpls) vy gplsl=gls)=gpgls)
encadas € B



I
I|’|r| f I|rll { g [ — ; fi | g 'I v i i | ._| | — ,I'I_i | g | = | I |
Jig ! \ e\5) ¥ I =B "'” "encadas ¢ B

fho o R h!

. [ o , i
Por lo tanto, mediante P2, ' |#i — “|i¥ s6]o szJ b= "I b

Observe que P2 dice exactamente que /'~ g dado que B esté bien definido. Para
comprobarlo, tomemos fy & arbltrarlamente Digamos que & = fy que h'= g’

f

!
J 9l B . Mas atin, las condiciones en P2 definen ' y g

f
Claramente, * ! ’ Ty
fh

f (| r L4 [P —
como f' = dr y" I 95 pe ahi, la conclusion de P2, “si /' © g, entonces

o o h U
. . P i
f'>g'”, es lo mismo que“si /' |8 = Y1, entonces ! |8 — Y,

Ejercicio 1 Demuestre que el enunciado informal del principio de certidumbre es

formalmente cierto: dado cualquier f, f> € F, y cualquier B < S,

[(fi = f>dado B) y (fi = f>dado S\B)] = [fi — f5].

[Sugerencia: defina
P F el 1 ' i el rla T pla g
== e~ Jyswe: ¥ = 2= Jog = sy J A~ J2s\B y

. . iz
g =7 I8 . .
2|8 HOVE Observe que no es necesario invocar a P2 (explicitamente).]

Recuerde que nuestro objetivo es desarrollar una teoria que relacione las preferencias
sobre los actos con consecuencias inciertas con las preferencias sobre las consecuencias.
(La relacion de preferencia < sobre F' se amplia a Z incrustando Z en F como actos
constantes. Esto es, decimos que x © x'sélo si f = f' donde fy f' son actos
constantes que toman valores x y x', respectivamente). El siguiente postulado hace esto

para las preferencias condicionales:

P 3 Dado cualgquier f, [ € F, x,x'€e Z,y BcS,sif=x, f' =x,y B # ¢,entonces

P .
f = fTdado B +— &~ a.

Para B = S, P3 es bastante trivial, cuestion de definicidon de una consecuencia como

acto constante. Cuando B # S, P3 es necesario como postulado independiente. Como las



preferencias condicionales se definen fijando los resultados de los actos al mismo acto
por defecto cuando el evento no ocurre, y dos actos constantes distintos no pueden tomar

el mismo valor.

Como representar creencias con probabilidades de calidad. Queremos determinar las
creencias de nuestros agentes incrustadas en . Hacia este extremo, dados cualesquiera
dos eventos A4 y B, deseamos determinar qué evento nuestro agente cree mas probable.
Para ello, nos permitimos tomar dos consecuencias cualquiera x, x, € Z conx > x'". Se

pide a nuestro agente que escoja entre dos apuestas (actos) /4 y fz con

rosised O

fals) .
S ;
0 de otro modo

X , roosls e
IBis) J .
o de otro modo

Si nuestro agente prefiere f; a f3, podemos inferir que cree que el evento 4 es mas
probable que el evento B, ya que prefiere obtener el “premio” cuando 4 suceda, en lugar

de cuando suceda B.

Definicion 5. Tomemos cualquier x, x' € Z con x > x'. Dado cualquier A, B < S,

decimos que A es al menos tan probable como B (y escribimos A — B) si y sélo si fy —
f3, donde f y fp definidos por (3).

Queremos asegurarnos que esto nos da creencias bien definidas. Esto es, no deberia
ocurrir que, cuando utilicemos cierto x y x’, deduzcamos que el agente piensa que 4 es
estrictamente mas probable que B, pero cuando utilizamos otro y e y’, deducimos que
piensa que B es estrictamente mas probable que A. Nuestra siguiente suposicion

garantiza que ~ esta bien definido.

P 4 Dado cualquier x, x',, y,y' € Zconx >x'yy > V' defina fi f5 g4, gs mediante



. . I Nk _,1.!: = i .Il. - . _-'." .'HII. g 'E .Il.
Tals) ) . gals) P
> de otro modo y' e otro modo
o r siselB y sise D
| . & { i
Tl . fpls) .
x' de otro modo y' de otro modo
Entonces,
fa= s <= ga =~ gB.

Por ultimo, nos aseguramos que podemos hallar x y x' con x > x"

P S Existe cierto x, x' € Z tal que x > x'.

Ahora tenemos una relacion bien definida © que determina cual de los dos eventos

es mas probable. Resulta que, © es una probabilidad cualitativa, definida como

sigue:

Definicién 6. Una relacion — entre los eventos se dice que es una probabilidad

cualitativa si y solo si

1. = es completa y transitiva;

2. dado cualquier B, C, D < SconB N D=C n D = ¢, tenemos

B = BUD=C"1D:

I‘h."_-.l_l'.""l
i 'al.

3. B=0 paracadaB c Sy

Ejercicio 2. Demuestre que, conforme a los postulados P1-P5, la relacion = definida en



la Definicion 5 es una probabilidad cualitativa.

Coémo cuantificar las evaluaciones de probabilidad cualitativas. Savage utiliza

medidas de probabilidad finitamente aditivas sobre el sigma-dlgebra discreto:
Definicién 7. Por una medida de probabilidad, entendemos una funcion p : 2° — [0, 1]

con
1.siB N C= ¢, entoncesp (BU C)=p (B) +p(C),y

2.p(S) = 1.

Nos gustaria representar nuestra probabilidad cualitativa © con una medida de

probabilidad p (cuantitativa) en el sentido que

B = p(B) = plC) vE.(CCS. QPR

Ejercicio 3. demuestre que, si una relacion — se puede representar mediante una

medida de probabilidad, entonces — debe ser una probabilidad cualitativa.

Cuando S es finito, como = es completo y transitivo, por el Teorema 2, se puede
representar mediante cierta funcion p, pero puede que no existiese dicha funcién que
satisfaga la condicion 1 en la definicion de la medida de probabilidad. Es mas, S es
tipicamente infinito. (Incidentalmente, la teoria que sigue requiere que S sea infinito).

Nos interesan las preferencias que tiene en cuenta un agente que evalaa los actos con
respecto a su utilidad esperada, utilizando la funcion de utilidad sobre Z y la medida de
probabilidad sobre S que tiene en mente. Nuestra tarea en este punto es hallar qué
probabilidad p (B) asigna a un evento arbitrario B. Imaginese que le preguntamos a esta
persona si p (B) = 1/2. Dependiendo de su sinceridad, determinamos sip (B) € [1/2) o
p (B) € [0, 1/2, 1]. Dado el intervalo, preguntamos si p (B) est4 en la mitad superior o
en la mitad inferior de este intervalo, y seglin su respuesta, obtenemos un intervalo mas
pequeio que contiene p (B). Lo repetimos ad infinitum. Como la duracion del intervalo
a la iésima iteracion es 1/2", sabemos p (B) al final. Por ejemplo, digamos que p (B) =
0,77. Primero preguntamos si p (B) = 1/2. Dice que si. Ahora preguntamos si p (B) >
3/4. Dice que si. Entonces preguntamos si p (B) = 7/8. Dice que no. Ahora,



preguntamos si p (B) = 13/16 = (3/4 + 7/8) /2. Dice que no otra vez. Ahora
preguntamos si p (B) > 25/32 = (3/4 + 7/8) /2. Dice que no. Ahora preguntamos si p (B)
> 49/64. Ahora dice que si. A estas alturas ya sabemos que 49/64=0,765 < p (B) <

25/32=0,781. Cuanto mas preguntamos, mejor respuesta obtenemos.
Esto es lo que haremos, si bien es cierto que en un escenario muy abstracto.
Supongamos que S es divisible infinitamente conforme a . Esto es, S tiene

* una particion

[l 2y . . .
i ."Jl. ."J' ;oeon ."J'l i

A2 2 AL . 2 o3t — 2 v Dl
e unaparticion {0, D5 05 Dy eon Dy 05 = D D500 = Dy D

e "l oyt . il 2 "l ry2k—1 12k
¢ una partICIOn JI, : "rn' R ']rl } con 4 ':I.'.' 4 ) L, vesa s __rn : __rn

n n—1:

|-\,] . . P _:II|
.‘Jr 'I"rr”'-” "I'].l."

ad infinitum.

D} D? D} D}

Ejercicio 4. Comprueba que, si — estd representada por cierta p, entonces debemos

tenerp (D)) = 1/2".

Dado cualquier evento B, para cada n, defina

& (e, £3) = max {." e U ”L} s
i=1

donde utilizamos la convencién de que i-1/, — V! siempre que » < /. Defina

L f ra
— . Aol IF)
I i
Pl = lim
—0 i

“4)



Compruebe que & (n, B) /2" € [0, 1] es no decreciente en n. Por lo tanto, lim,_,, k (7,

B) /2" esta bien definido.

Como ~ es transitivo, si B~ C, entonces k (n, B) = k (n, C) para cada n, dando
como resultado p (B) = p (C). Esto prueba la = parte de (QPR) conforme a la
suposicion de que S es divisible infinitamente. La otra parte (<) esta implicada por la

siguiente asuncion:

P 6’ Si B> C, entonces existe una particion finita {D', . . ., Dn} de S tal que B> C U
D’ para cada r.

Conforme a P1-P5, P6’ también implica que S es infinitamente divisible. (Ver la
definicién de “ajustado” y Teoremas 3 y 4 en Savage.) Por lo tanto, P1-P6’ supone
(QPR), donde p queda definido por (4).

Ejercicio 5. Compruebe que, si > estd representado por cierto p',entonces

L I3 [

an FAST an

en cada B. De ahi, sipy p' representan ~, entoncesp =p' .

El postulado 6 serd de alguna manera mas fuerte que P6’. (También se utiliza para

obtener el axioma de continuidad de Von Neumann y Morgenstern.)

P 6 Dado cualquier x € Z, y cualquier g, h € F con g > h, existe una particion {D', . . .,

D"} de S tal que

para cada i < n donde

I sisec [P [ sisc I

i f = .
;o . =l IR
l s de atro modo l i =) de otro modo

Tomemos g = fpy h = f. (definidos en (3)) para obtener P6’.



Teorema 5. Conforme a P1-P6, existe una medida de probabilidad unica p tal que

B~ C e p(B)=p(C) VB CcS (OPR)

En el capitulo 5, Savage demuestra que, cuando Z es finito, los Postulados P1-P6
implican los Axiomas 2-4 de Von Neumann y Morgenstern —asi como sus suposiciones de
creacion de modelos tales que solo las distribuciones de probabilidad sobre el conjunto de

. . . . 3
premios importan. De este modo, obtiene el siguiente Teorema:

Teorema 6. Suponga que Z es finito. Conforme a P1-P6, existe una funcion de utilidad u:

Z — R y una medida de probabilidad p : 2° — [0, 1] tal que

paracadaf, g € F.

FPara el conjunto de premios infinito Z, necesitamos la version infinita del principio de
certidumbre:

P 7. Si tenemos | - g (s) dado B para cada s € B, entonces f - g dado B. Del mismo
modo, si f(s) ©— g dado B para cada s € B, entonces | — g dado B.

Conforme a P1-P7, obtenemos la representacion de la utilidad esperada para casos
generales.
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