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Figura 1: cinematica de los cuerpos deformables

Deformacion descrita mediante representacion de la deformacion:

x' = p(x) (1)

Intentamos caracterizar el estado local de la deformacion del material en una vecindad de
un punto P . Tenga en cuenta dos puntos Py Q en la configuracion no deformada:

P:x= T1€1 + T9€9 + Ta€s — T;€; (2)
Q:x+dx = (x; + dx;)e; (3)

y en la configuracion deformada:



P x' = pi(x)er + pa(x)es + pa(x)es = pi(x)e; (4)
Q X'+ dxX = (pi(x) + dg;)e; (5)

En esta expresion,

dx’ = dy;e; (6)

Expresando los diferenciales d; en términos de las derivadas parciales de las funciones ¢;
(v €):
&pl 01 dp1

1+ =—dzy + ——duzs, (7)

d
¥1 = 8;1:1 Oz Oxs

e igualmente para d¢,, dgs, en la notacion de indice:

dp;
dp; = 85 dz; (8)
j
Sustituyendo en la ecuacion (5):
8(,0;
Q :x'+dx = (¢ + 7—dz; e (9)
dx/; = gdft dx;e; (10)
7

Ahora intentamos calcular el cambio en longitud del segmento PQ que se deform¢ en el
segmento P'Q'. Longitud no deformada (al cuadrado):

ds? = ||dx|* = dx - dx = dz;dz; (11)
Longitud deformada (al cuadrado):

8(;95
8:1?;;

8(;95

ne ne [ N
(ds')” = ||dx'||* = dx’ - dx 7r,

da”}j

da (12)

El cambio en longitud del segmento PQ viene dado por la diferencia entre las ecuaciones
(12) y (11):

8(,0,d Op;
8&[%, 38 T

(ds)? — ds? — P oy — daid; (13)



Queremos extraer los diferenciales como factores comunes. Para ello observamos que:

d&?gdﬁ}i = d&?jd&?kéjk (14)
Entonces:
| D 0p;
(ds’)2 —ds® = 8_33:_. Zj By dxy — dxjdxkéjk
— (8:1:3 8:1:k jk) d.’l?dek ( )
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2¢jx: Green-Lagrange strain tensor
Asuma que la representacion de la deformacion ¢ (x) tiene la forma:

p(x) =x+u (16)
donde u es el campo de desplazamiento. Entonces,
gﬁ; = gi; + g;"’; S g—z (17)
y el tensor de la deformacién Green-Lagrange se convierte en:
“ A (18)

8%" ou i aum aum

= Pij + — Dij
/ 821?5.' + 821?,‘ + 821?,‘ 821?5.' /5
Tensor de la deformacion Green- 1/0u; Ouj Oy, Ouy, .
€ij = —( -+ ) (19)
Lagrange: 2\0x;  Ox; Ox; Ox;

Cuando los valores absolutos de las derivadas del campo de desplazamiento son mucho
menores que 1, sus productos (la parte no lineal de la deformacion) son incluso mas
pequeios y los despreciamos. Tendremos presente esta hipotesis a lo largo de todo el curso
(Consulte el bloc de notas Mathematica que evalta los limites de esta presuncion).
Matematicamente:

Ou, Oy, My _
1 = ~0 20
H 83}5.' = 821?,‘ 8335.' ( J
Definiremos la parte lineal del tensor de la deformacion Green-Lagrange como el tensor de
la deformacion pequerio:
1/0u; Ou;j .
ii===— 21
“ 2(axj+amé) 1)

Transformacion de los componentes de la deformacion

Dado: €, e; y una nueva base ¢,, determine los componentes de la deformacion en la

nueva base ki



100 O |
e 29
i 2(85*’:,,-+8j3;) (22)

Deseamos colocar las expresiones con tilde en el lado derecho con sus equivalentes sin
tilde. Empezamos aplicando la regla en cadena de la diferenciacion:

ou;  0u,; 0: .
i R (23)
0x; Oz 0F;
Transforme los componentes de desplazamiento:
u = ﬁmém = U;€ (24)
Um (€, - €;) = wiler - &) (25)
?},mém@; = u;(e; . éz) (26)
Uy = ’U,g(eg : é,) (27)
tome la derivada de u, con respecto a x;, como exige la ecuacion (23): ~
8{5:3; 83}3; - ;
= —I(e;- ¢ 28
8:1?;; 8:1?k (el B ) ( )

y tome la derivada de la transformacién inversa de los componentes del vector de posicion
X:

X = T;€; — Ii€ (29)
zi(e; - e;) = Tx(€y - ) (30)
(31)

)

a’*}jéﬂ = Zﬁk(ék . ei_) 31
r;, — Zﬁk(ék . e.i) (32

Ox;  OFg . ~ ~ :
a; - a%ﬁ(ek €)= 058 - @) = (& - €) (33)

Sustituyendo las ecuaciones (28) y (33) en (23):

Ou;  Ou; Oxy Oy [ : .
8%, Oxy0F; Ok (e &)(€; - e) (34)

Reemplazando en la ecuacién (22):

110 0 . .
€ij = 3 {a—g(ef -8;)(8; - e) + %@f -8;)(8; - 9#:)] (35)

Intercambiando los indices / y k£ en segundo término:

_— 1 83}11 I auk a.(a '

Cij — § [8_%((3{ ’ e'i_)(ej : ek-) + 8_;131(9!: ’ ej)(e"' ’ el)] (36)
_ l(% N %)(e .8)(8; - ex)
~5\3z, " 1°€;)(€; - €



O, por ultimo:

€ — anle; - €;)(&; - e;) (37)

Compatibilidad de deformaciones

Dado el campo de desplazamiento u, la expresion (21) permite calcular los componentes

de deformacion €; (Como se contesta a la cuestion inversa? Observe la analogia con el
campo de gradiente de potencial. Limite el andlisis a dos dimensiones:

- Ouq ~ Oug s Ou;  Ous (38)
e
Diferencie los componentes de deformacion del siguiente modo:
02 Py FPug .
— (2 = 39
8:1:18:1:2( 612) 1023 - 03012 (39)
0? o _
a1 T (40)
ozs  Ox,0x5
2
8 632 _ 83?)‘,22 (41)
oxy Ox2013
para obtener como conclusion que:
82612 82611 82622 ,
2 = 42
0r10m2 013 + Or? (42)
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