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Ecuaciones constitutivas

Para materiales elasticos:
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Sila relacion es lineal:
. Ley generalizada de Hooke (2)

En esta expresion: El tensor de cuarto orden Cjy, de las propiedades del material o modulo
eldastico (;cuantas constantes materiales?). Utilizando la simetria del tensor de esfuerzo:

0ij = i = Cjin = Cijn (3)
Prueba mediante ejemplo (generalizable):

21 — CQlklka, 12 — Clakier
oo1 = 012 = Cnpekl = Cropen
(Cornt — Chom) e = 0 =
Corkt = Crom

lo que generaliza el enunciado. Esto reduce el numero de constantes de material de 81
a 54. De modo similar, podemos utilizar la simetria del tensor de deformacion.



€ = €5i = Cijie = Ciju (4)

Esto reduce de nuevo el numero de constantes de material a 36. Para reducir ain mas
el nimero de constantes de material considere la conclusion de la primera ley para los
materiales elasticos, ecuacion (1):

Tij = 272, U: densidad de energfa de deformacién por unidad de vol.(5)
Cijki€rl gz (6)
%(C&jmém) = % (7)
Cotionin ~ 57— ©)
PN
Com = g 9)
Asumiendo la equivalencia de los parciales mixtos:
Cijl = il il = Chuij (10)
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Esto vuelve a reducir el numero de constantes de material a 21. Por lo tanto, el
material elastico lineal anisotropico mas general tiene 21 constantes de material.
Vamos a adoptar la notacion de Voigt:
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Cuando el material tiene simetrias en su estructura, el numero de constantes de
material se reduce aiin mas (véase Tratamiento unificado de este material). Vamos a
concentrarnos en el caso isotropico:



Materiales elasticos lineales isotrépicos
El tensor isotropico de cuarto orden mas general:

Cijrl = A0ij0m + P’J((Sikajl + 5«5153'1;) (12)
Sustituyendo en:
0ij = Cijri€n (13)
da:
Tij = /\5.5:_.' €k + #(Eéj + Ejé) (14)
Tij — /\5.5:_.'6;‘;;‘; + ,[L(t}jj + Ejé) (15)
Ejemplos:

o1 = Adn (611 + €20 + 633) + ,U:(€11 + 611) = (/\ + 2;bi)'fu + pegg + pezz (16)
T12 = 2p€12 (17)

Problema practico: escriba en Mathematica la matriz de coeficientes C (mddulo
elastico) para un material istropico (en forma Voigt).

Matriz de cumplimiento de un material elastico isotropico

A partir de los experimentos descubrimos:
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€2 = z Tg2 — V(Ju + 0’33) (19)

1T 1 .
€33 — 5 033 — V(Ju + 0'22) (20)
2623 = %} 2613 = %, 2612 = % (21)



En estas expresiones, E es el modulo de Young, v el ratio de Poisson y G el modulo de
rigidez. Se denominan constantes técnicas, ya que se obtienen de experimentos. En

Tratamiento unificado demostramos que G =

escribir en la siguiente forma de matriz:
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Invierta y compare con:

an
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a13
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y concluya que:
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. Estas expresiones se pueden
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Esfuerzo de plano

Considere situaciones en las que:

g3 =0 (25)
x1
x3
Entonces:
1 .
€11 — E(GH - V0’22) (26)
1 .
€a2 = E(O'zz — voy) (27)
€33 — ?(0]1+022) #01” (28)
€3 — €13 — 0 (29)
_0'12 - (1+V)O'12 )
o =35 = (30)
En forma de matriz:
€11 1 1 —V 0 a11
€90 c E —V 1 0 T (31)
2€19 0 0 2(1 -+ V') 012

La inversion da la relacion entre los esfuerzos y las deformaciones para el esfuerzo de
plano:

a1 E L v 0 €11
22| =7 s v 1 0 €22 (32)
a2 v 0 0 (]—;}2 2612




Deformacion de plano
En este caso consideramos situaciones en las que:

€3 = 0 (33)
Entonces:
1 .
€33 — 0= E [0'33 — V(O’ll + 0'22)} , Or: (34)
033 = V(011 + 0’22) (35)
€11 — E{UH - V (011 + 0’22)]} (36)
1
E[ 1 — 2 0'11 — V(l + V)022:|
€on — E{(l—l’/ )0’22—V(1+ )0'11} (37)
En forma de matriz:
€11 1 1 — 2 —v(1+v) 0 o11
€an = E —V(l + V) 1— V2 0 T90 (38)
2612 0 0 2(1 + V.J 12

La inversion da la relacion entre los esfuerzos y las deformaciones para la deformacion de
plano:

11 E ]_ — 1a 0 €11
Too | — = - 14 1—v 0 €99 (39)

Problema practico: verifique las ecuaciones (32) y (39) con Mathematica.

0.0.1 Deformaciones térmicas

Vamos a estudiar las deformaciones producidas por cambios de temperatura (€). Estas
deformaciones son de indole dilatacional (expansion térmica o contraccidon) y no causan
ningun corte. Las deformaciones térmicas son proporcionales a los cambios de temperatura.
Para materiales isotropicos:

el = a0 (40)



Las deformaciones totales (€;) se deben entonces a la contribucion (aditiva) de las

deformaciones mecanicas (é}'jM), esto es, las producidas por los esfuerzos y las
deformaciones térmicas:

€ij = eff + efj (41’)
0 = Cygucry = Cigma(en — €3y), or (42)
Ti; — -’z'jkl(ekl - CYA[%M) (43)

Problema practico: escriba la relacion entre esfuerzos y deformaciones para un
material elastico isotropico cuyas constantes de Lamé son A y p y cuyo coeficiente de
expansion térmica es o.
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