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Primavera 2003
Unidad 9 — Calculo de variaciones

Sea u la configuracion real de una estructura o sistema mecénico. u satisface las
. . . *
condiciones de frontera de desplazamiento: u = u sobre S,. Defina:

u=u+av, donde:

o : escalar
v : funcion arbitraria tal que v = 0 sobre S,

Vamos a definir oov como du, la primera variacion de u:
du = av (1)

Esquemdticamente:

u(b)

u(a)




Como primera propiedad de la primera variacion:
du du dv
dw  dow | dg
N

. . dv . L .
con lo que podemos identificar ¢ — con la primera variacion del derivado de u:

dx
du dv
(%) = o
Pero:
dv  adv d
i UL

Concluimos que:

du d .
o)
dx dx( u)
Considere una funcion de la siguiente forma:
F = F(z,u(z),v'(z))
Depende de una variable independiente x, otra funcidon de x (u(x)) y su derivada (u'(x)).
Considere el cambio en F', donde u (por tanto u") cambia:

AF = F(z,u+ du,u’ + 0u') — F(z,u,u)
= F(z,u+av,u' + av') — F(z,u,u)

expandido en series de Taylor:
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Observe que:

y ! If
SF — adF(x,u—i—at,u + av')

do a=0
ya que:

dF(z,u+ av,u' +av')  OF (z,u+ av, v + av’) OF (x,u+ av,u’ + av')
= v+ v

da Ou ou’

evaluadoa a =10
dF(z,u+ av,u’ + av') OF (z,u,u’) oF(z,u,u') ,
: _ " )
da =0 du ou’

Observe la analogia con el cdlculo diferencial:

6(GF1 -+ bFQ) = a6F1 + bng linealidad
(5(F1F2) — (SF:[FQ + Flé‘FQ
etc

Las conclusiones para F' (x, u, u') se pueden generalizar a funciones de varias variables

. . . Ou,
independientes x; y funciones u; —-:

axj

P (a:,—, Ou; )

i, ——
T3 8._1’?‘?

Haremos un uso intensivo de estas propiedades del operador variacional o:

Concepto de una funcional

I(u) — / P, (), ol () de
Primera variacion de una funcional:
oI — 5( / Fz, u(a:),u’(a:))da:)
- f 5(F(:1:,u(:1:),u"(x_)))d:r

51 — f (g—iéu n %M) dz




Valor extremo de una funcional
“uo > es el valor minimo de una funcional si:

I(u) > I(ug)Vu

Una condicidn necesaria para que una funcional logre un valor extremo en“u ” es:

. dl .
61 (ug) = 0, or E(uo + av,uy + av’) . 0

Observe la analogia con el célculo diferencial. También hay diferencia porque aqui se

. dF
requiere que —=0 ena = 0.
da

51 — f b(a—iau } a—jéu’)dw

Integre por partes el segundo término para deshacerse de du'.

51 — fb[a—Féu 4 (8—F5u) . 5u% (%Hdﬁ;

ou dz \ou'
bro d d b
L A e

Se requiere ou para satisfacer las condiciones de frontera de desplazamiento homogéneas:

du(b) = dufa) =0

Entonces:

voFd (0
o1 = | 1w -z () owa =

V éu que satisface las condiciones de diferenciabilidad apropiadas y las condiciones de
frontera esenciales homogéneas. Entonces:

A i (UI-') —0

Au dr \ow

Estas son las ecuaciones Euler-Lagrange correspondientes al problema variacional de

hallar un valor extremo de la funcional /.
Condiciones de frontera naturales y esenciales Una condicion mas débil en ou
también permite obtener las ecuaciones de Euler, s6lo necesitamos:



lo que se satisface si:
e du(a) = 0 ydu(b) = 0 como antes
o ju(b) =0y %(b) =0
. (a) 0y ou(b) =
o Ba)=0y ZEb) =0
m.'| =10, 0= g scbre S,

Condiciones de frontera esenciales: Sy ,

Condiciones de frontera naturales: ? =0 sobre S.
u

Ejemplo: Derive la ecuacion de Euler correspondiente a la funcional de energia
potencial total Il = U + V' de una barra elastica de longitud L, mdédulo Young E, area de
seccion transversal 4 fijada en un extremo y sujeta a una carga P en el otro extremo.

(u) = /OL %A(%)zdw — Pu(L)

Calcule la primera variacién:

ST — EA 12d'u, (j;

153 )dw—Pdu( )

Integre por partes:
STT = [dci (EAj—zé . % (EAfg)au} dz — Péu(L)

: /(}ui(EAj )da:—I—EAduéu‘ — Pou(L)

dx dx
Fijando oIl = 0,V du / du(0) = 0:
d du
 (FAg) =0

U
P—EA%‘L



Extension a mas dimensiones

I:/F(xi,ui,w,j)dv
Vv

or OF
6I = ]‘;(8’{146“% -+ Wméut,J)dV

Utilizando el teorema de divergencia:

51 = fv [g—i—%(i—i)]aué&w fé %mnjds

El extremo de la funcional / se obtiene cuando 6/ = 0, o cuando:

Ou; Oz
6’&5 =10 sobre Su

9 g 0
- (8ui):0,y

8—Fnj sobre S — 5, — 5,
aﬂi]j

Las expresiones en el cuadro constituyen las ecuaciones Euler-Lagrange correspondientes
al problema variacional de hallar un valor extremo de la funcional /.
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