Clases 8y 9: Deteccion de una sefial con ruido
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Ruido en los sistemas de comunicacion

S(t) > Canal > 1(t)

r(t) = S(t) + n(t) n(t)

* Elruido es la seinal adicional "no deseada" que interfiere con
la sefial transmitida

— Generada por dispositivos electronicos

* Elruido es un proceso aleatorio
— Cada “muestra” de n(t) es una variable aleatoria

* Generalmente, el proceso del ruido se considera “aditivo blanco
gaussiano” (AWGN)

— Blanco: espectro de frecuencia plano
— Gaussiano: distribucion del ruido
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Procesos aleatorios

® Laautocorrelacion de un proceso aleatorio x(t) se define como
Rux(ty,t) = E[X(ty)X(t;)]

* Un proceso aleatorio es estacionario en sentido amplio (WSS) si su media
y autocorrelacion son invariables en el tiempo. Esto es

— m®) = Ex®)]=m
R.«(t1,t,) = R (T), donde T = t;-t,

* SiXx(t) es WSS entonces:
- RJ(1D)=R(T)

— | R(T)| <= |R(0)] (el ma&ximo se lograen T =0)

* Elcontenido de potencia de un proceso WSS es:

) I_lT/zzd_I_lle -
P, = E[lim ?.[—le x“(t)dt = lim ?I—T/zRX(O) t =R (0)

t—>00 t—)oo
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Espectro de potencia de un proceso aleatorio

* Six(t) es WSS entonces la densidad espectral viene dada por:
Sy(f) = FIR(D)]

* |apotenciatotal en el proceso tambien viene dada por:

P, = }@(f)df =} T Rx(t)e'jz”“dt%f
0= s

= }m R (t)e 2™ df %t
—ma E

00 @ I:l 00
= (R (t)Fe '?™df Cdt = [ R, (t)3(t)dt = R (0)
R |
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Ruido blanco

* El espectro deruido es plano en todas las frecuencias relevantes
— Laluz blanca contiene todas las frecuencias

y Silf)
N,/2

« > 0

* Observe que la potencia total en el rango completo de la frecuencia es infinita

— Pero en la practica solo nos importa el contenido de ruido en el ancho de banda
de la sefial, ya que el resto se puede filtrar

e Trasfiltrar, la Gnica potencia de ruido que permanece es la que contiene el
ancho de banda del filtro (B)

A SBP(f)

N,/2 N,/2

0
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AWGN

* El contenido efectivo de ruido del ruido pasabanda es BN,

— Las medidas experimentales muestran que el pdf de las muestras de ruido
puede modelarse como variable aleatoria gaussiana de promedio cero

1 2 2
.I:X(X) - e X120
210
— AKA Normal r.v., N(0,6?)

— 02=P,=BN

X o

* EICDFdeun R.V. gaussiano,

F.(a)=P[X<a]= J'f (x)dx = J’ T e X 120" gy

* Estaintegral requiere evaluacion numeérica
— Disponible en tablas
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AWGN, (cont.)

X(t) ~ N(0,02)

X(t,), X(t,) son independientes salvo que t; = t,

[E[X(t+ 7)]E[X(t)] T#O0

R (T) = E[X(t + T) X(t)] = % EIX2(1)] =0
~Q t1#0
B %2 T=0

R(0)= 02=P, = BN,
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Deteccidon de sefales en AWGN

Observe: r(t) = S(t) + n(t), t C[OT]

Decida cuales de entre S, ..., S, se enviaron

* Filtro receptor
— Disefiado para maximizar larelacion de potencia sefal a ruido (SNR)

Filtro “muestra en t=T"
t
r(t) > h(t) y() X \—>

decidir

* Objetivo: hallar el h(t) que maximizd6 SNR
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Filtro receptor

t
y(t)=r(t)*h(t) = Ir(r)h(t - 7)dr
0

T

Muestreo ent=T L[_y(I) :Ir(r)h(T - 1)dr
(n)=sn+n@m 1
T T

y(T) =Is(r)h(T - 7)dr + J'n(r)h(T - 1)dT = Y(T) + Y, (T)
0

0
7] 1M N
%s(r)h(T - 1)dr %h(r)s(T - 1)dr
_ YAM) = H

CEVMI N, - No ¢
TJ)'h (T -t)dt 7Jo'h (T -t)dt



Filtro adaptado: maximiza SNR

Desigualdad Caushy - Schwartz :

o050 2< ({6 0) [{0,0)
y 5= [ )] L

Lo anterior cabe para la paridad si, y s6lo si: @ (t) =Cg,(t)  para una constante arbitraria c
[T |f| T T
%s(r)h(T - 1)dTd I ((1))2dt [h?(T - 1)dt ]
NR= =7 =P T - NZ J'(S(T))2 dr = ZNES
— 1 ho(T -t)dt — 1 ho(T -t)dt 0
> _!)' (T-1) > J)' (T-1)

El maximo anterior se obtiene si, y solo si: h(T-1) = ¢S(1)
=>Nh(t) = cS(T-t) = S(T-1)
h(t) se dice que esta “ajustado” a la sefal S(t)
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Ejemplo: PAM

Spy (1) = Apg(t), t LIAT]

A, es una constante: Binaria PAM A [ {0,1}

El filtro adaptado se ajusta a g(t)

9 (g(T-t)  “filtro adaptado”

A AL—




Ejemplo, continuacion

Ys(t) = J'S(T)h(t - 7)dt, h(t§=g(T-t§ L hl-1)=9g(T +7-1)
0

t t

Ys(t) = IQ(T)Q(T tT-1)dr = IQ(T)Q(T —t+7)dr
0 0

-
Y.(T) = [¢*(Ddr
: Y()

AT

* Muestra en t=T para obtener
el maximo valor




Receptor de filtro adaptado

Muestra en t=kT

u(t) QI g(T-1) N

|

2Cos(2mf.t)

Muestra en t=kT

u(t) QA g(T-t) N ry(KT)

|

2Sin(2nf 1)




Ejemplo PAM binario, (cont.)

0=>S, =g(t) ‘g(t)
1=>$,= g(t) A
S 07 s,y
Y (1)
V()" V()"
2T 3T / T 2T
T \/ T \/




Implementacion alternativa: receptor correlacionado

"(t) = S() + n() Muestra en t=kT

() —.Q%—» 0 Y(KT)
S(t)

Y(T) = [OSO =[, SO + [MOSO 4T+ Y,(T)

Observe el parecido con el filtro adaptado
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Deteccidon de senales

Tras el filtro adaptado recibimos r=S,+n
- S, 3,5}

¢, Como determinamos a partir de r cual de los M simbolos posibles se envio?

— Sin presencia de ruido recibiriamos lo que enviamos, pero el ruido pude transformar
un simbolo en otro

Prueba de hipotesis

Objetivo: minimizar la probabilidad de un error de decision

Regla de decision:
— Escoja §,,de modo que P(S,, enviado| r recibido) se maximice

Es el modelo clasico de Maximo a Posteriori (MAP)

Regla MAP: maximizar la probabilidad condicional de que S, se enviase
dado que serecibid r



Detector de MAP

* Notas:

MAP detector:  max P(S,|r - Laregla MAP requiere
S..-Sy (S 11) probabilidades anteriores

—  MAP minimiza la

P(S,.1) _ P(r|S,)P(S,) probabilidad de un error

de decision
P(r) P(r) — Laregla ML supone simbolos

con iguales probabilidades

P(S,|r) = fris(" | Sn)P(Sn) — Con simbolos con iguales
f. (r) probabilidades MAP y ML

M son iguales
fr(r) = Z fr|s(r | S‘m)P(Sm)
m=1

P(Sh I7) =

Cuando P(S,) = % la regla Map se canvierte en:

Qmasfw f(r|Sy) (o la regla de decision de la Maxima Verosimilitud (ML) )
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Deteccion en AWGN
(constelaciones unidimensionales)

o (1=50)? 1 Ng

f(fl%Fﬁ
0

e 2
IN(1(r | §,)) = = In(,/mp) - =
0

drgn =(r- Sn)z

La decodificacion de maxima verosimilitud equivale a mimimizar ~ dg = (r - S,)°

e También conocida como decodificacién de distancia minima
— Expresion similar para constelaciones multidimensionales
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Deteccidn de PAM binario

* S =9g(1), S2(t) = -g(t)

— S1=-S2=> sefializacion “opuesta”
* Las sefales opuestas con energia Eb pueden representarse geométricamente como

S2 S1

e Sjseenvid S1, entonces la seflal recibidar=S1+n
* Sjiseenvido S2 entonces la sefal recibidar=S2+n

o =B TN,

1
fris(rlsl) =
rls @
—(r+ 2
frls(rlsz):—e ¢ ﬁ) Mo

TN,
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Deteccion de PAM binario

-JE, 0 JE,

* Regla de decision: MLE => decodificacion de distancia minima
— => r>0 decide enviar S1
— => r<0 decide enviar S2

* Probabilidad de error

— Cuando se envia S2 la probabilidad de error es la probabilidad de que el
ruido exceda (Eb)'?,del mismo modo cuando se envia S1 la probabilidad de
error es la probabilidad de que el ruido exceda - (Eb)2

—  P(e|S1) = P(e|S2) = P[r<0|S1)
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Probabilidad de error para PAM binario

P, = J'frls(r|sl)dr—J' - e (/B No gy

= J'_JET) e MNogy
«\/nNO —00
1 _m 2

= Q(+/2E,/ Ny) donde,

i © 122
Q(X)émj'xe dr

* Q(x) =P(X>x) para X gaussiano con mediaceroy 02=1

* Q(Xx) require evaluacion numéricay se tabula en muchos manuales
Eytan Modiano matematicos (Tabla 4.1 del libro de texto)
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Mas sobre la funcion Q

* Notas sobre Q(x)
— Q(0)=1/2
- Q(-x) = 1-Q(x)
— Q(®) =0, Q(- ©)=1
— Si X es N(m,0%) Entonces P(X>x) = Q((x-m)/ 0)

* Ejemplo: Pe = P[r<0|S1 fue enviado)

fr1s(r [S) ~ N(/Ep, Ng/2) =>m=/E,,0= /Ny /2

- JE
P,=1-P[r >O|sl]:1—Q(\/N7/bz):1—Q(—\/2Eb/NO):Q(\/ZEb/NO)
0
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Analisis de error (cont.)

* En general, la probabilidad de error entre dos simbolos separados
por una distancia d viene dada por:

P&)= Q[ 1)

e Para PAM binario d = 2./E, . De ahi,

2E,

R = QI
0

)
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Senales ortogonales

* Representacion de senalizacion ortogonal (bidimensional)

VB N

JE

R = Q(ﬂ/ = Q(E,/Ny)
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Sefales ortogonales frente a opuestas

* Observe apartir de lafuncidn Q que la sefializacion ortogonal requiere
el doble de energia en bits que la opuesta para la misma tasa de error

— Esto se debe a la distancia entre puntos de seiial

101

10~

ortogonal

opuesta

EJ/N, (dB) *



Probabilidad de error para M-PAM

S.

Sol ISC)2 | @ | @ | @ l

Su=AuE. Ay=@m-1-m) T

dij :2,/Eg fOI’|I—j |:l
Regla de decision: elegir s; de forma que d(r, s; )Se maximiza

Plerror|s;] = P[decodes _, | 5]+ P[decodes ., | 5] = 2P[decodes,; | S]

2 L ]
Pe = 2Q d|,|+1 2 2Q 2& |_,__|Peb _ Pe

Notas:
1) La probabilidad de error para s, y s,, €s menor porque el error solo
ocurre en una direccion
“ges  2) Con la codificacion Gray la tasa de error de bit es P./log,(M)




Probabilidad de error para M-PAM

M2 -1 M2 -1
Eav = Eg => Ebav = Eg
3 3Log, (M)
_3Log, (M)
Eg - |\/|22—1 Ebav
[]
P, =20 6Log, (M) c P, = Pe

v L
(M*-D)Ny ™5 Logy(M)

si nos fijamos en el efecto de S,y §, obtenemos:

_ 6Log, (M) N
=2 —§§(M2 —1)N0 bav%
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Probabilidad de error para PSK

e EIPSK binario es exactamente igual que el PAM binario
e 4-PSK puede contemplarse como dos conjuntos de sefnales PAM binarias

* Paraun valor M grande (p. ej., M>8) una buena aproximacidén supone que
se dan errores entre puntos de sefial adyacentes

0 =21n/M

S
“_

o o
d; ZZESn(W), [1=J]=1
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Probabilidad de error para PSK

Plerror|s;] = P[decodes _, | 5]+ P[decodes ., | 5] = 2P[decodes,; | ]

d2,, ]
P, =2QL1 1 [2 20 2Es sin(r/ M) ]
2N, E Ny -

E, = E,/ Log, (M)

(]
P = 2Q§2L°92N(M)Eb sin(m/ M) Py, = Lo;&ZM)
0 2



