16.36: Ingenieria de sistemas de comunicacion

Clase 2: entropia
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Informacion contenida en una variable aleatoria

* Variable aleatoria X
— Resultado de un experimento aleatorio

— Una V.A. discreta adopta valores de un conjunto infinito de resultados posibles
PMF: P(X =y) = P(Y)

e ¢(Cuantainformacion contiene el evento X =y?

— ¢Saldra hoy el sol?
Revelar el resultado de este experimento no proporciona informacion alguna

— ¢Ganaran los Celtics el campeonato de la NBA?

Ya que esto es improbable, si es que si, se proporciona mas informacion
gue si es que no

®* Los acontecimientos mas improbables proporcionan mas informacion
gue los que son mas probables
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Medida de la informacioén

* |(x;) = Cantidad de informacion revelada por un resultado X = x;
* Propiedades deseables de I(x):

SiP(X)=10P(x) =0, entonces I(x) =0

Si0<P(x)<1,entonces I(x)>0

Si P(x) < P(y), entonces I(x) > I(y)

Si X e y son acontecimientos independientes, entonces I(X,y) = I(X)+I(y)

W

* Las condiciones anteriores se satisfacen con: I(xX) = Log,(1/P(x))

* Labasedellog no es critica
— Base 2 => informacion medida en bits
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Entropia

* Medida del contenido de informacidon de una variable aleatoria
o X O{Xy.... Xy}

* H(X) = E[I(X)] = 2P(x;) Log,(1/P(x;))

* Ejemplo: experimento binario

— X=X, con probablidad p
— X=X, con probabilidad (1-p)

— H(X) = pLog,(1/p) + (1-p)Log,(1/(1-p)) = Hy(p)
— H(X) se maximiza con p=1/2, H,(1/2) = 1

No es de extrafnar que el resultado de un experimento binario se pueda
expresar con un solo bit
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Limites simples de la entropia

* Teorema: dada una variable aleatoria con M valores posibles
— 0<=H(X) <= Log,(M)
A) H(X)=0siy solo si P(x;)) =1 paracierto i

B) H(X) =Log,(M) siy solo si P(x;) = 1/M para todo i

— Lademostracion de A es obvia2 Y

— Lade B requiere L %
— la desigualdad log: . . . . . .

— si x>0 entonces In(x) <= x-1 - :
— lgualdad si x=1 Ef
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Demostracion, (cont.)

M
Considere la suma Z PiLog(%), mediante desigualdad log:
I=1 '

< %P(i—l):i(i—la):o, igualdad si P = 1
=1 | MPi =1 M | | M

Si lo escribimos de otra manera;

M 1 M 1. & 1 1
PLog(—) = P.Log(—=) + P.Log(—) < 0O,igualdad si P=—
Zl i) Zl 95 Zl 9(-)<0.ig Ry

M M
1
Estoes, ) PLog(—)< ) PLog(M) = Log(M)
Z P Zl
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Entropia conjunta

Entropia conj.: H (X,Y) = Z p(X, y)log( )

p(x y)

Entropia condicional H(X| Y) =incertidumbre en X dado Y

o _ 1
H(X|Y=y)= Z P(X| Y = Y)logls )

H(X|Y) =E[H(X]Y=y)]= ZP(YZY)H(XIYZY)

H(X]Y) = Z p(X, y)log( X IY y))

En general: X,,..., X, variables aleatorias

) 1
H(Xn | Xl’ n 1) Z p(Xl’ n) Iog( p(xn | X1, ...,Xn_]_)



Reglas para la entropia

1. Regla de la cadena:
H(Xq, 0 Xp) = HOXp) + HOXIX)) + H(X5X5,Xp) + oot HOX X -0 X))
2. H(X)Y) = H(X) + H(Y[X) = H(Y) + H(X]Y)
3. Si Xy, .., X,,son independientes, entonces:
H(Xq, .., X)) = H(X,) + H(X,) + ...+H(X,)
Si también se distribuyen de forma idéntica (l.1.d), entonces:
H(Xy, .., X.) = nH(X,)
4. H(Xq, .., X)) <= H(X)) + H(X,) + ...+ H(X,,) (con igualdad si son independientes)

Demostracion: utilice laregla de la cadena y observe que H(X|Y) < H(X)
la entropia no aumenta con informacion nueva
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Informaciéon mutua

* X, Y variables aleatorias

* Definicion: I(X;Y) = H(Y) - H(Y|X)

* Observe que H(Y|X) = H(X,Y) - H(X) => I(X;Y) = H(X)+H(Y) - H(X,Y)
o I(X;Y) = I(Y;X) = H(X) - H(X]Y)

* Nota: I(X,Y)>=0 (igualdad si son independientes)
— Porque H(Y) >= H(Y|X)
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