Clase 3: Teorema del muestreo
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Muestreo

e Dadaunaformade onda continua, ¢podemos representarla
utilizando muestras discretas?

— ¢Con qué frecuencia hay que muestrear?
— ¢Podemos reproducir la forma de onda original?

N\ /
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La transformada de Fourier

* Representacion de seiales en el dominio de frecuencia

e Definicion: X(f) =J’:ox(t)e‘12”“dt
xa):I?X(De”mdf

e Anotacion:

X(f) = F[x(1)]
X(t) = F-1 [X(f)]
X(t) < X(f)
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Impulso unitario d(t)

5(t)=0, [(EA0

ch%(t) -1
[30x)=x0)
[3-Dxm=x(v)
FI5()] = Iw S(t)e 1Mt = = 1
5(t) 1
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o(t)

Flo(t)]

1




Impulso de forma rectangular

1 |tl<1/2
N =2 |t=1/2
B) de otro modo

co . 1/2 .
FIN(t)] = I_ooﬂ(t)e'lz”ﬁdt: I_llze'lz”“dt

g Im _ gl _ Sin(rf)
—j2nf nf

= Sinc(f)

M)

1/2 1/2

Eytan Modiano
Slide 5



Propiedades de la transformada de Fourier

* Linealidad
—  X1(t) <=> X1(f), x2(t) <=>X2(f) => ax1(t) + Px2(t) <=> axX1(f) + BX2(f)

® Dualidad
—  X(f) <=> x(t) => x(f) <=> X(-t) y x(-f)<=> X(t)

* Desplazamiento temporal: X(t-T) <=> X(f)e12t

* Escalado: F[(x(at)] = 1/|a|] X(f/a)

* Convolucion: x(t) <=> X(f), y(t) <=> Y(f) entonces,
- FIx(®)*y(0)] = X({)Y()

— Laconvolucion temporal corresponde a la multiplicacion en frecuencia
y viceversa

X(*y(0) = [X(t - DY)
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Propiedades de la transformada de Fourier (Modulacion)

x(t)e!?Mt o X(f - f,)

jX + e_jx
ahora, cos(x)=

x(t)el 2ot + x(t)e 2!

X(t) cos(2mft) = >

X(f = f5) + X(f + ;)
2

de ahi, x(t)cos(2nf,t) =

* Ejemplo: x(t)= sinc(t), F[sinc(t)] = TI(f)

* Y(t) = sinc(t)cos(2mf_t) <=> (M(f-f,)+M(f+f,))/2

1/2

+f
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Mas propiedades

¢ Contenido de potencia de la sefial J‘w| X(t) [Pdit :J’m| X(f)|2df

= [ x(O)X(t - )ck
e Autocorrelacion R(T) I_wx()x( 7)

R (1) = | X(f)[

e Muestreo X(t) = x(t)o(t - t,)

X(t) Z o(t — nt,) =version muestreada de x(t)

n=-o

FLY st-nl== Yy o(f -]

n=-oo 0 n=-o 0
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El teorema del muestreo

X( )

® Sefial limitada por banda X(f)=0, paratodo f,| f =W
— Ancho de banda<W

T~ |
-W W

Teorema del muestreo: si muestreamos la sefial a intervalos Ts donde

Ts <=1/ 2W, entonces la sefial se puede reconstruir por completo a
partir de sus muestreos utilizando la formula

X(t) = i 2WT x(NT,)sin 2Wqt - nT,)]

donde, W<W°< 1——W

S

00

con T, = ﬁ» XO=y x(r)sin c[(Ti )]

nN=-—oo S

o]

n ] n
x©)= S X(—)sin 2W(t - —)]
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Demostracion

% () = x(1) § 8(t-nT)
X,(F)= X(1)*F[  8(t - niT)]

Fl ié(t—nTS)]:Ti S o -2

n=-oo s N=-o

X(N==3 X(f-2)

e Latransformada de Fourier de la sefial muestreada es una reéplica
de la transformada del original separada por intervalos 1/Ts

i U I W2 W2

|
-1/Ts -W w 1/Ts 2/Ts
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Demostracion (cont.)

* Sil1l/Ts>2W entonces las réplicas de X(f) no se solaparany se
podran recuperar

e (;/Cbomo podemos reconstruir la senal original?
— Realice un filtro de paso bajo (LPF) de la sefial muestreada

f

® Elfiltro de paso bajo ideal es un impulso rectangular H(f) = TSI'I(M)

* Ahora, la senal recuperada tras realizar el filtro de paso bajo

- .
X(f) = X, (TG )
- f
K0 = F DX (DTN ]

X(t) = i X(NT.)S nc(Tl 1)
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Notas sobre el teorema de muestreo

Si se muestrea a velocidad 2W, el filtro de reconstruccidn ha de ser
un impulso de forma rectangular

— Un filtro asi no es realizable

— Paralareconstruccion perfecta debe observar muestreos en el futuro
y el pasado infinitos

En la practica podemos muestrear a una velocidad superior a 2W, con lo
gue se consiguen filtros de reconstruccion que son mas faciles de realizar

Dado un conjunto de puntos de muestreo arbitrarios que estan separados
1/2W, se puede construir una sefnal continua con limite de banda W



