16.36: Ingenieria de sistemas de comunicacion

Clases 12/13: Codificacion y capacidad de canal
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Codificacion de canal

* Al transmitir por un canal con ruido, algunos bits se
reciben con errores

Ejemplo : Canal Simétrico Binario (BSC)
0 - 0
Pe Pe =Probabilidadde error

* P:¢,Como se pueden eliminar estos errores?

* R: Codificacion: la suma de bits redundantes que nos ayuda a determinar
con gran precision lo que se envio
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Ejemplo (Codigo de repeticion)

Repita cada bit n veces (n-impar)

Entrada Codificaciéon
0 000........ 0
1 11.......... 1

Decodificador:

* Silasecuenciarecibida contiene n/2 o0 mas 1 decodifique como
un 1y O

— Decodificacion de Verificacion Maxima

P (error | 1 enviado) =P (error | 0 enviado )
= P[ ocurren mas de n/ 2 errores de bit ]

- > qRaR”
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Codigo de repeticion, (cont.)

* ParaP,<1/2, P(error) es decreciente enn
— [ paracualquier €, On suficientemente grande para que P (error) < €

Tasa de codigo: relacion entre bits de datos y bits transmitidos
— Parael cddigo de repeticion R = 1/n

— Paraenviar un bit de datos se han de transmitir n bits de canal “expansion
de banda ancha”

®* En general, un codigo (n,k) utiliza n bits de canal para transmitir k bits de datos
— TasadecodigoR=k/n

® Objetivo: parauna probabilidad de error deseada, &, hallar la mayor tasa
de codigo que puede lograr p(error) < €
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Capacidad de canal

® Lacapacidad de un canal discreto sin memoria viene dada por:

C =max,,, | (XiY) X | Cand > Y
Ejemplo : Canal Simétrico Binario (BSC) Fo OX °
P,=1P, 1 .

1-Pe

1(X;Y) =H (Y) - H (Y]|X) =H (X) - H (X]Y)

H (X|Y) = H (X]Y=0)*P(Y=0) + H (X|Y=1)*P(Y=1)

H (X]Y=0) = H (X]Y=1) = P_log(1/P ,) + (1-P)log(1/ 1-P ) = H,(P,)
H (X]Y) = Hy(P,) => 10X;Y) = H(X) - Hy(P,)

H (X) = Py log (1/P ) + (1-Py) log (1/ 1-P ) = Hy(Py)

=> 1 (X;Y) = Hy (Py) - H,(P)
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Capacidad del BSC

I (X;Y) =Hy (Py) - Hy(Py)

* Hy(P) =P log(1/P) + (1-P) log(1/ 1-P)
— Hy(P) <=1 con paridad si P=1/2

C=max py {I (X;Y) =H, (Pg) - Hy(Pc)} = 1 - H,(P,)

Hb(P) C=1-Hp(Pe)

1.. 1

| C=0 cuando P,=1/2y C=1cuando P,=00 P_=1



Teorema de codificacion de canal (Claude Shannon)

Teorema: paratodo R<Cy €>o0 existeun codigo de tasa R cuya
probabilidad de errores < €

— €& puede ser arbitrariamente pequefio

— Lademostracion utiliza una n de bloque de gran tamaiio

a medida que n - se |logra la capacidad

* En la practica, los codigos que logran capacidad son dificiles de hallar

— El objetivo es hallar un cédigo que se acerque lo méas posible a lograr

la capacidad

* |nversadel teorema de codificacion:

— Paratodos los codigos detasa R > C, Og, > 0, tal que la probabilidad de error
es siempre mayor que g,

Para tasas de codigo mayores que la capacidad, la probabilidad de error queda
delimitada mas alla de O
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Codificacion de canal

* Diagrama de bloque

Fuente P Cdoed:{lj%?ﬁlgr —P ng'ggﬂg?r —Pp» Modulador ﬁ

Canal

Sumidero < Decodificador < Decodificador &— Demodulador

de fuente de canal
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Enfoques de la codificacion

e (Codigos de blogque
— Los datos se dividen en bloques de la misma longitud
— Cada bloque se “mapea” con otro bloque mayor

Ejemplo: (6,3) codificacion,n=6,k=3, R=1/2

000 - 000000 100 - 100101
001 - 001011 101 - 101110
010 - 010111 110 - 110010
011 - 011100 111 - 111001

® Un (n,k) codigo de bloque binario es una coleccion de 2 k n-tuples binarios (n>k)
— n=longitud del bloque
— k=numero de bits de datos
— n-k=numero de bits comprobados
— R=k/n=tasade codigo
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Enfoques de la codificacion

® (Codigos convolucionales
— Lasalida se facilita observando una ventana deslizante de entrada

UK —@—P» Retardo Retardo ——@ E
»

Ci2k) = Upk)® Uik-2), Crk+1) = Uk+1) O Uek) O Uek-1)

@ mod(2) suma (1+1=0)

Eytan Modiano
Slide 10



Codigos de bloque

* Un cddigo de bloque es sistematico si las palabras de cddigo se pueden
dividir en una parte de datos y en una parte redundante

— El codigo anterior (6,3) era sistematico
Definiciones :
e Dado X 0O{0,1}", el Peso de Hamming de X es el nUmero de unos en X

e Dado X, Yen{0,1}n, la Distancia de Hamming entre Xe Y es el
numero de posiciones en los que se diferencian,

d,(X,Y)= i)g OY= Weight(% Y)

X+Y:[X1 Dyl,xp y2"“’x_rl yn]

* Ladistanc ia minima de un codigo es la Distancia Hamming entre las
dos palabras codigo mas cercanas:
dmin = min {dH (Cl’CZ)}
c,C,0C
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Decodificacion

U——m Canal > I

* Es posible quer no seaigual audebido a errores de transmision
* Dador, ¢coOmo sabemos qué palabra codigo se envio?

Decodificacion por maxima verosimilitud:

Mapear el n-tuple recibido r con la palabra cdédigo C que maximice,
P{r|C setransmitio }

Decodificacidon por distancia minima (vecino mas proximo)

Mapear r con la palabra cdédigo C de modo tal que se minimice la distancia
hamming entrery C (p. e}., min d (r,C))

[0 Parala mayoria de los canales, la decodificacidn por distancia minima es
la misma que la decodificacion por maxima verosimilitud
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Codigos de bloque lineales

* Un (n,k) cdédigo de bloque lineal (LBC) se define por 2 k palabras de cédigo
de longitud n

c={C,...C,}

* Un (nk) LBC es un subespacio K-dimensional de {0,1}"

— (0...0) siempre es una palabra codigo
- IfC,C,0OC, C+C,0OC

* Teorema: paraun LBC la distancia minima es igual al peso
minimo (W_. ) del codigo
Wmin = min (sobre todo Ci) Peso (Ci)

min

Demostracion: suponga que d.,, =d, (C;,C), donde C;,C,0C

dy (C;,C)) = Peso (C; + C),
pero como C es un LBC entonces C; + C; es tambien una palabra codigo
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Codigos sistematicos

Teorema: cualquier (n,k) LBC se puede representar de forma sistematica
si: datos = x ;..X,, palabracddigo =X;..X, C,,;.-X,,

— Por lo tanto hablaremos so6lo de los cddigos sistematicos

* Las palabras codigo correspondientes a las secuencias de informacion:
e, = (1,0,..0), e,=(0,1,0..0), e, = (0,0,..,1) como base del cddigo
— Sin duda, son independientes linealmente

— Los n-tuples K linealmente independientes definen completamente el
subespacio dimensional K que forma el cédigo

Secuencia de informacion Palabra de cdodigo
e, =(1,0,..0) d; = (1,0,.,0, 91 ps1) - Iimy)
e,=(0,1,0..0) 9,=(01,..0, 9 o1y - 92m) )
e, =(0,0,..,1) gy = (0,0,...K, 9 ey -Gy )

d,, 9, -..,0, forma una base para el codigo
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La matriz generadora

G0 Oy Y% - 9n0
o _rL [ O 5
0: 0 O: [l
%k% %kl gknE

* Paralasecuenciade entrada x = (Xy,...,X,): C, =XG

— Cada palabra cédigo es una combinacion lineal de las filas de G

— Lapalabra de codigo que corresponde a cada secuencia de entrada
se puede derivar de G

— Como cada entrada se puede representar como una combinacion lineal de
la base (e ;,e,,..., &), las palabras de codigo correspondientes se pueden
representar como una combinacion lineal de las filas correspondientes de G

* Nota: X, «>»C,, X, «>»C, => X;+X, «>»C+C,
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Ejemplo

* Considere el codigo (6,3) anterior:

100 - 100101: 010 - 010111: 001 - 001011
1 00104
G:%) 101 1 %
M 010 1§

Palabra de cédigo para (1,0,1) = (1,0,1)G =(1,0,1,1,1,0)

I:)Kx(n—K)

)

[
NI
-
NI

| =KxK matriz de identidad
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Matriz de chequeo de paridad

T

NI

INI R

| -k = (N = K)x(n - K) matriz de identidad

Ejemplo: H =

N S
R P O
o o

0
1
0

(1 A
syl

Ahora, si ¢, es una palabra cddigo de C, entonces,cH'=0

e “C estaen el espacio nulo de H”
» Cualquier palabra codigo en C es ortogonal a las filas de H

Eytan Modiano
Slide 17



Decodificacion

* v =palabrade cddigo transmitida =v, ... v,
* r=palabrade codigo recibida =r, ... r
* e=patrondeerror=e,... e,

n

* r=v+e

e S=rHT=Sindrome der
= (vte)HT =vHT+ eHT =eHT

® Sesiguala‘O'siysolosielC
— P.¢j., el patron de error es una palabra cédigo

e S #0=>error detectado

* S=0=>no0sedetectan errores (es posible que hayan ocurrido
y no se hayan detectado)

® SupongaqueS #0, ;como podemos saber cual fue verdaderamente la
palabra codigo transmitida?
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Decodificacion basada en el sindrome

Es posible que muchos patrones de error hayan creado el mismo sindrome
Para el patron de error e, => S, = e HT

Considere el patron deerrore ,+c;(c;d 0OC)
So=(eg+Cy)H =egHT + c;HT =g HT =S,

Asi, para un patrén de error, e ,, el resto de los patrones de error que
pueden expresarse como e, + c; para cierto ¢, 1 C son también patrones

de error con el mismo sindrome

Para un sindrome dado, no podemos decir qué patron de error
ocurrio en realidad, pero el mas probable es el de peso minimo

— Decodificacidon por distancia minima

Para un sindrome dado, hallar el patrén de error de peso minimo
(ein) que da este sindrome y decodificar: r’'=r+ e,

min



Formacion habitual

C, c, - C, Sindrome
M — 2K € € + Cz € + CM Sl
. 6+G, &, +Cy S,
ez(“‘K> -1 Sz<"‘K) -1

e Lafilalestd compuesta por todas las palabras codigo M

* Lafila2e, =n-tuple de peso minimo no presente en la formacion
— P.ej., el patron de error de peso minimo

* Lafilai, e;=n-tuple de peso minimo no presente en la formacion

* Todos los elementos de cualquier filatienen el mismo sindrome
— Los elementos de una fila se llaman “co-sets”

* El primer elemento de cada fila es el patron de error de peso minimo
con dicho sindrome

— Denominado “co-set principal”
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Algoritmo de descodificacion

®* Recibir vectorr

1) Hallar S = rHT = sindrome de r

2) Hallar el co-set principal e, correspondiente a S
3) Decodificar: C =r+e

* “Decodificacion por distancia minima”
— Decodificar en la palabra de cédigo mas proxima a la secuencia recibida
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Ejemplo (decodificacion de sindrome)

e (Codigo sencillo (4,2) G:E) 2 ; E

Datos palabra codigo

00 0000 A 0O
01 0101 L0010 HT:%) 1
10 1010 1 0 H 1 00
11 1111 0 1F

Formacion habitual 0000 0101 1010 1111 Sindrome

1000 1101 0010 0111 10
0100 0001 1110 1011 01
1100 1001 0110 0011 11

Suponga que se recibe 0111, S = 10, co-set principal = 1000

Decodificar: C=0111+ 1000=1111

no


Sergio Alvarado
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Decodificacion por distancia minima

decodificado
correctamente

AYA

decodificacién incorrecta

error
no detectado

* Ladecodificacion por distancia minima mapea una secuencia recibida con la
palabra de codigo mas préoxima

* Siun patron de error mapea la palabra de codigo enviada con otra palabra de codigo
valida, dicho error no sera detectado (p.gj., €3)
— Cualquier patrén de error que equivalga a una palabra de codigo dara errores no detectados

* Siun patron de error mapea la secuencia enviada con la esfera de otra palabra de
codigo, sera decodificada incorrectamente (p.ej., €2)
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Rendimiento de codigos de bloque

® Deteccion de errores: calcule el sindrome, S # 0 => error detecta do
— Solicitar retransmision
— Utilizado en redes de paquetes

* Un coddigo de bloque lineal detectara todos los patrones de error
gue no sean palabras de codigo

® (Correccidon de errores: decodificacion basada en el sindrome

— Todos los patrones de error de peso <d,;,/2 se decodificaran correctamente

— Por eso es importante disefar coédigos con una distancia minima
grande (dy,)

— Cuanto mas grande sea la distancia minima mas pequeia es la probabilidad
de decodificacion incorrecta
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Codigos de Hamming

* (Codigo de bloque lineal capaz de corregir errores unicos
— n=2Mm-1 k=2m-1-m
(e.g., (3.1), (7.4), (15,11)...)
— R=1-m/(2™-1) =>frecuencia muy alta
d,,, =3 =>correccidon de error Unico
* Construccion de codigos de Hamming

— Lamatriz de chequeo de paridad (H) se compone de todos los m-tuples binarios distintos de cero

Ejemplo: (7,4) codigo de Hamming (m=3)

1 000 1 1 0

4 011100 %)10001%
H:%10101c% G=0 014 L
m 11100 H b oo1 11 f
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