18.06 Soluciones de la prueba 2 10 de noviembre de 1999
No se permiten libros

1. (25 pts.)  (a) Encontrar ecuaciones (no resolverlas) para los coeficientes C, D, E£ en
b= C + Dt + Ef, la pardbola que mejor se ajusta a los cuatro puntos: (4

b =(0,0),(1,1),1,3)y(2,?2).

Si
1 0 0 0
1 1 1 1
A= , b= .
1 1 1 3
1 2 4 2
Ax = b no tiene solucion. Tenemos que buscar su soluciéon por
minimos cuadrados y resolver el sistema.
C 4 4 6| C 6
A"A| D |=A4"b, esdecit, |4 6 10||D|=| 8
E 6 10 18| E 12

(b) Al resolver este problema, se esta proyectando el vector 4 = (0, 1, 3, 2)
sobre el subespacio generado por los vectores de columna de A. Ia
proyeccion en términos de C, D, E es:

C
P=Ax=A4|D |= C+D+E.
C+D+E
C+2D+4E
2. (28 pts.)  Tenemos que:
3 4 6
A= 0 1 OF.
-1 -2 2
(a) Hallar los autovalores de la matriz singular 4.
3-4 4 6

det(A-AD=| 0 1-12 0 |=(1-A)(1-)4,
1 2 2-2

de modo que los autovalores de .4 son 0, 1, 1.

(b) Hallar una base para R’ que se componga de autovectores de 4.



3 4 6 -2

Ax=| 0 1 0 |x=0tenelasolucién especial| 0.
-1 -2 2 1
2 4 6 -2||-3
(A-Dx=| 0 0 0 |x=0tenelassoluciones especiales| 1[,| 0].
-1 -2 3 0 1
-2 -2 -3
Asf que una de estas bases serfa: v, =| 0[,v,=| 1|,v;=| 0.
1 0 1
1
(©) Calcular A4” =|1]|, expresando (1, 1, 1) como combinacién de
1

autovectores, o diagonalizando .4 = SAS 1
Primer método:

1 2] [-2 -3
1|=6| 0+ 1|-5| 0.
1 1 0 1
De ahi:
1 13
A 1= A7 (6v)+ A (v,)+ A7 (=5v,)=0+v, = 5v, =| 1.
1 -5

Segundo método:

0 0
A=S[0 1 0|S",
00 1
00 0] 00 0
A°=S10 1 0| S'=5[0 1 0|S"'=4.
00 1 00 1
De ahi:
1 17 [13
AP [1|=4|1|=| 1
1 1| |-5



3. (25 pts.)

Empezamos con dos vectores (las columnas de A):

@)

(b)

©

cos@

1
a=| 0 y a,=|0].
0

send
Siendo ¢, = &, hallar una base ortonormal ¢,, ¢, para el espacio
generado por «, y a, (espacio de columnas de A).
1 cos @ 1—cos* @
b,=a,-a,-qq,=|0|-cos@| 0 |= 0 ,
0 send —cos dsend
, send
2l | —cos®

¢Qué forma tiene la matriz R en A = QR y por qué R = 0"A4? Aqui Q
tiene las columnas ¢, y ¢,. Calcular la matriz R.
R es una matriz triangular superior de 2 x 2.

A=0R = Q"A=0"0R = Q'A=IR=R

1 cosé
R= .
0 send

Hallar las matrices de proyeccion P, y P, sobtre los espacios de
columnas de Ay 0.
1 00
Dadoque C(4)=C(0Q), P,=F, =00"=/0 0 0]
0 0 1

Si se dan cuenta de que el segundo elemento tanto de ¢, como de a,, es
cero, entonces sabran que estan buscando la matriz de proyeccion sobre
el plano xz. Es posible obtener la respuesta sin llevar a cabo ninguna
multiplicacién de matrices.



4. (22 pts.)

(a) Si O es una matriz ortogonal (cuadrada con columnas ortonormales),
demostrar que det 0 =1 o —1.

0'0=1

=|0"0|=]1]

=07l =1

=0]|0]=1 porque |4"|=|4]
=|0|==1.

(b) ¢Cuantos de los 24 elementos de det .4 son distintos de cero y cudl es el
determinante de A?

1 0 10

A:O I 0 1

1 0 -1 0

0 -1 0 1

Hay cuatro elementos distintos de cero en det .4:
I 0 1 0(j1 0 1 041 O 1 0|1 O 10
o 1 0 10 1 O I{{0O 1 O 1}|0 1 O 1
1 0 -1 0ff1 0 -1 01 0 -1 0[]1 0 -1 0
o -1 010 -21 0 Ij{O ~-I 0 1]|0 -1 0 1

Cada uno de estos cuatro elementos es igual a —1, asi que det=-4.
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