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1. (36 pts.)  Tenemos una ecuacion diferencial:

du -2 3 5
— = Au, donde A= y u(0)= .
dt 2 3 0

(a) Hallar los autovalores y autovectores y realizar una diagonalizacion de la
forma A = SAS™.

A no es invertible, por lo tanto uno de sus autovalores es 0.
Tr(A)= -5, asi es que el otro autovalor de A tiene que ser —5.

Un autovector de A asociado al autovalor 0 es (3, 2).
Un autovector de A asociado al autovalor -5 es (1, -1).

S i

(b) Resolver la ecuacién para #(7), partiendo del valor dado #(0).

3 1
La solucion general es u(f) =c, [2} n Cze—St { J'

5
La condicion u(0) = {0} se cumple cuando ¢, = 1, ¢, = 2.

(c) Calcular la matriz ¢ por medio de S'y A.

A= SAS™ = M = M5t

Por lo tanto
o 3 1j1 O 1/5 1/5 1 207 +3 -3¢ +3
2 —1]|0 e’ ||2/5 -3/5| 5|-2¢%+2 3¢V +2 |
(d) Hallar los limites de #(?) y ¢" cuando 7 tiende a infinito.

3 3 3
Cuandot — 0, e =0, u(t) - y e’ > l .
2 512 2

2. (40 pts.)  La matriz A tiene 3 en la diagonal y 2 en todos los demas elementos:

3 2 2
A=12 3 2|
2 23

(a) ¢BEs A definida positiva? ¢Cual es el valor minimo de x"Ax para todos
los vectores x de R*?

A es definida positiva ya que:
1. Es simétrica.
2. Los son 3,5y 7.



(b)

©

(d)

A es definida positiva = x" Ax > 0.
Cuando x = 0, x'Ax = 0. Por consiguiente, 0 es el minimo.

Todos los elementos de B =4 — I son 2. Partiendo de su rango, hallar
todos los autovalores de By, a continuacion, todos los de A.

Las tres columnas de B son iguales

= Rango(B) =1

= N(B) es de dimension 2

=> B tiene dos autovectores independientes para el autovalor 0

= A =4=0,y4 =tr(B)=6.

Los autovalores de Ason 1,1, 7.

Escribir una matriz simétrica concreta C que sea similar a 4. Si es
posible, definir también una matriz no simétrica N que sea similar a 4.
Escribir también una matriz | con los mismos autovalores que .4 pero
que no sea similar a ella. (Dar los 9 nimeros de C, Ny J.)

1 0 0 100 110
C=A=1]o0o1 0], N=1l0o11]|. J=1]10 10
00 7 0o 7 00 7

Explicacion: A es simétrica (por lo que se podria poner que C = A4) y,
por lo tanto, se puede diagonalizar para obtener A. Si pensamos en:

1 = y
D=10 1 =
00 7

Tiene los autovalores 1, 1y 7.

Si D es similar a A4, también se puede diagonalizar hasta A y, por lo
tanto, tiene que tener dos autovectores para el autovalor 1. Esto es
posible si x = 0. La C escogida se obtiene haciendo que y = 3 = 0. La N
escogida se obtiene haciendo que y =0, g = 1.

Cuando x # 0, D no es similar a 4. La | escogida se obtiene haciendo
que x = 1.

Nota: Existen formas posibles de C, N y | que no son triangulares
superiores.

Para la matriz de 6 por 6 A, con 3 en la diagonal y 2 en todos los
demas elementos, utilizar el mismo método (con A, — I) para hallar los
seis autovalores. Si se eligen bien los autovectores, sen qué forma se
puede factorizar 4?

La matriz B, = A - I es de rango 1, asi que tiene 5 autovectores
independientes para el autovalor 0. De ahi se sigue que:

los autovalores de Bgson 0,0, 0,0, 0, 12 = #(B) y

los autovalores de Agson 1,1, 1, 1,1, 13.

Ya sabemos que A = SAS' para una S cuyas columnas son
autovectores independientes de 4. Pero A es simétrica, asi que
podemos elegir que sus autovectores sean ortonormales y trabajar con

A =QAQ", donde Q es ortogonal.



3. (24 pts.)  Imaginemos una A = UXT" = (ortogonal de 2 x 2) (diagonal) (ortogonal de
3% 3)

U=[m ﬂz] E= [:; {: E: 1'=[-4'| i '-!'-=]

(a) ¢Cuales son los autovalores y autovectores de A" A?

ATA = (USVTT(USYT) = VRSV,

4 0 Lo G 00

YE=10 1 =|lo 10
010

0 0 0 00

Los autovalores de 4”4 son 16, 1, 0.

2, es un autovector de A" A para el autovalor 16.
2, es un autovector de A" A para el autovalor 1.
2, es un autovector de A" A para el autovalor 0.

(b) ¢Cual es el espacio nulo de A? (Describirlo en su totalidad.)
El espacio nulo de A es el intervalo lineal (Znear span ) de vs.

(c) ¢Cual es el espacio de filas de A? (Describirlo en su totalidad.)
El espacio nulo de A es el intervalo lineal (Znear span ) de v, y v,.



