8. INVERSION DE FOURIER

Hemos demostrado mas arriba que la transformada de Fourier cumple la identidad
(8.1 el0) = (27 " f plg)de v e S(RY).
E.’.‘

Siy € R"y ¢ € S(R") se define #(x) = ¢ (x + y). La invarianza por traslaciones de la
medida de Lebesgue demuestra que

W(E) f e "oz +y)de

Aplicada a ¢ la formula de la inversion (8.1) pasa a ser

(8.2] wly) — (0] = (2m) " f -;-':: (&) dE

(27) ”’f eVEH(E) dE .
EH

Teorema 8.1. La transformada de Fourier F: S(R") — S(R") es un isomorfismo con
inverso:

(8.3) G:SR") — S(R"), Gly) — (2m) ™ f eViy(€) de.

Prueba. La identidad (8.2) muestra que fes 1 — 1; es decir, inyectiva, puesto que no
podemos retirar ¢ de ¢. Ademas,

(8.4) Gur(y) = (27 "Fal—y)

Por lo que / es también una correlacion lineal continua, 7 : S(R") — S(R"). El argumento
anterior demuestra que /°of = Id y el mismo argumento demuestra también, con algunos
cambios de signo, que F -1 = Id. Luego £y I son isomorfismos.

Lema 8.2. Para todo ¢,p € S(R") se mantiene la identidad de Paseval:

(8.5) / ptrdz — (2m) ”‘f i dg .
Tl EJI



Prueba. Utilizando la formula de inversién en ¢,

(E"'T'ﬁi,ﬁlff'] ﬂf) 'LITJI:I'] dx

(2m)y " f OlE) / e i (x) dr df
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Aqui las integrales son absolutamente convergentes, lo que justifica el cambio de 6rdenes.

Proposicion 8.3. La transformada de Fourier se extiende a un isomorfismo

(8.6) F:LHR") — L*(R").
Prueba. Al fijar ¢ = p en (8.5) se demuestra que
(8.7) 1Fellze = 2m)*pl|2 -

Lo que prueba, concretamente, que dada la densidad conocida de S(R") en Lz(Rn), que Fes
un isomorfismo, con un inverso Z, como en (8.6).

Para cualquier m € R
()™ L*(R") = {u c S'(R"); (z) ™u c L*(R")}

es un sub-espacio bien definido. Para m > 0 definimos los espacios de Sobolev en R"
mediante

(8.8) H™"R") — {uc L*R"); 4~ Fuc (£ ™L*R")} .
Por tanto,

Hnll:. Rn | c Hn]_.' I:.Rn,-:l ]] m : _??l_-' .. HEI I Rn I L2 I Hn | .



Lema 8.4. Si m € N es un nitmero entero,
(8.9) uc HYR") = D% < L*(R™) ¥ lal < m.
Prueba. Por definiciéon, u € H"(R") implica que <€ " i € Lz([Rn). Dado que
Deu — £%u
ello implica que D%u € Lz([R”) para | <m. A la inversa, si D% € LQ([R'Z) para todo |af <

m entonces i € Lz(Rn) y

O = Cn Y€

lo que a su vez implica que £ i € LX(R").

Ahora que hemos visto la transformada de Fourier de las funciones test de Schwartz
podemos emplear el método habitual (el de la dualidad) para extenderla a distribuciones

temperadas. Si fijamos 7 =1, entonces ) ="y v =1 =11, luego

E[';I."] (2] n‘/f éx'ﬁ't?‘lﬁf] dE
(2m) ™ f e wip(g)de — (2m) "niz).

Sustituyendo en (8.5), obtenemos

f wn dr / wonde .

Definicion 8.5. Cuando u € S(R") definimos su transformada de Fourier mediante
(8.11) uiw) — ulw) v e S(R").
Como correlacion continua i = u - f, i es continua con cada término continuo; es decir,
€ S(RM.
Proposicion 8.6. De la definicion (8.7) obtenemos un isomorfismo
F-SEY — SR, Fu-—1u

que satisface las identidades

(8.12) Dew — %, xou — (—1) D%,



Prueba. Dado que i =u ° F y I es inversa en ambos lados de £,
(8.13) u—tuoQ
nos da la inversa a £: S(R") — S'(R"), lo que demuestra que es un isomorfismo. Las

identidades (8.12) se derivan de sus contrapartidas en S(R"):
Dey (o) — D%ulp) — ul(—1)" D)
u['.;f'-"i,ﬁ'] u( {fa{fj'] {f fr'llilft,::'] b W e S(RE"™).
Asimismo podemos definir los espacios de Sobolev de orden negativo:

(8.14) H™RY) —{uc S (R"):uc (& "L*R")}.

Proposicion 8.7. If m <0 es un numero entero, entonces u € H"(R") si, y solamente si, se
puede escribir en la forma

(3.15) u= Y D%, v, € L}RY).
)= —1m
Prueba. Siu € S'(R") es de la forma (8.15), entonces
(8.16) L= Y £ con va € LAR").
or LS

Por consiguiente,
SEN TR o T
.'-_5:'. u Z o 5 Y E:.Iﬂ"
Dado que todos los factores EXE>" son acotados, cada término aqui se halla en Lz([R"),

luego <& i € LZ([R") que es la definicion, u € <E>_mL2(Rn).



A la inversa, supongamos u € H"(R"), es decir, <€»" ii € LZ([Rn). La funcion

Z €%} - (&)™ & LAHR™ (m < 0)

[ 1

es acotada por debajo por una constante positiva. Por consiguiente,

1

v Yo ogr] ue LR,

a3 n

Cada una de las funciones 0 o= sgn&20 € LZ(R") luego la identidad (8.16), y por tanto
la (8.15) se desprenden de estos resultados.

Proposicion 8.8. Cada uno de los espacios de Sobolev H"(R") es un espacio de Hilbert
con la norma y el producto interior

1/2
(8.17) ||| g (/ [a(&))? (&) dcf) :
R.’.‘
(u, 'l-‘:} f ul(E(€) 5 2m d& .
Eﬁ'
El espacio de Schwartz S(R") — H"(R") es denso para cada m y el par
(8,18 H™R") « H ™R") = (u,u') —
((u, u')) f ' (&) w (-&)dé € C
E.’.‘
da una identificacion H"(R")) = H "(R").

Prueba. La propiedad del espacio de Hilbert se desprende directamente esencialmente de

la definicion (8.14) dado que <§>‘mL2([Rn) es un espacio de Hilbert con la norma (8.17).
Del mismo modo se desprende la densidad de S en H"(R"), ya que al ser S(R") denso en

L*(R") (Problema L11.P3), ello implica que <€>~" S(R") = S(R") es denso en
<§>‘mL2( R") y por tanto, como Fes un isomorfismo en S(R"), S(R") es denso en H"(R").



Observemos, por Gltimo, que el par en (8.18) tiene sentido, puesto que <€>~"1i(E),
&"i(€) € LA(R") implica
wié) ' (—¢) € LYIRY).

Ademas, por la propia dualidad de Lz([R") cada funcional lineal continuo

L-'T : Hnll:-Rn | — 'C . {,"' I:-H-:I _ (; 'HHHW
unicamente se puede escribir en la forma
Ufu) = ((w,u')) para alginu’ € H ™(R").

Observemos que si u, u’ € S(R"), entonces

((w,u')) w(z)u' () dx .
E T

Esta es siempre la manera en que "emparejamos" funciones: se trata del par natural en

L2(IR"). Por consiguiente, lo que hemos demostrado en (8.18) es que este emparejamiento

en la funcion test

S(R™) « S(R™) = (w,u') — ((u,u')) f ulru'(x)dr
Tl

se extiende por continuidad a H ' (R") x H "(R") (para cada valor fijado de m) cuando
identifica H "(R") como el dual de H"(R"). Este era el "cuadro" del que hemos partido.

Para m > 0 el espacio H"(R") representa elementos de Lz([Rn) que tienen "m" derivadas

2 . . 2
en L°(R"). Para m < 0 los elementos son (??) de derivadas "hasta —m" de funciones L” .
(Es esto precisamente para numeros enteros??



