4. ESPACIO DE HILBERT

Hemos demostrado que L”(X, u) es un espacio de Banach; un espacio normado completo.
Comenzamos a continuacion la clase sobre los espacios de Hilbert, un tipo particular de

espacios de Banach de los que Lz(X, ) es un ejemplo tipico, y en los que la norma
proviene de un producto interior, tal y como ocurre en el espacio euclideo.

Un producto interior en un espacio vectorial V" sobre C (también se puede hacer el
supuesto real, ya que no hay muchos cambios) es una forma sesquilineal

VxV—C
escrita como (u, v), siu, v € V. La parte sesquilineal implica linealidad en la primera

variable

(4.1) (@yuy + astts, V) — aplug, v) + as{ug, v),
antilinealidad en la segunda

(4.2} (U, a1V + Qo9 ) — @ylu, vy ) + Golu, vg)

y la condicion de conjugacion

(1.3) (1. v (o, u).

Haga avanzar el texto para acceder a mas contenidos



Hay que tener en cuenta que (4.2) se deriva de (4.1) y (4.3). Si ademas suponemos la
condicién de positividad®

(4.1) (w,u) =0, (wyu) —0=u-—10,
tenemos entonces que
f4 e ) 1/2
(14.5) ]| = (u, u)'/?
es una norma en V, tal y como veremos mas adelante.

Supongamos que u, v € V tienen |[ul| =||v|| = 1. Entonces (u, v) = ¢ |(u,v)]
para algunos 0 € R. Dado que 6, ¢ (u,v) = |(u,v)| es real, luego expandiendo y utilizando

la linearidad para s € R,

< (e BT s5v, € W — 5v)

u]? — 2s Re e ®(u,v) + &|v||? = 1 — 2s|(u,v)| + 5°.

En este caso el minimo se produce cuando s = |(&,v)| y su valor es negativo a menos que I

|(u,v)|< 1. Aplicando la linealidad, y comprobando los casos triviales u = 6 v = 0 prueba
que

(4.6) Hu,v)

< [l flv], ¥ uwoe V.

Esto se conoce como desigualdad de Schwarz’. Aplicandola:
12 = |ul|® + (w,v) + (w,u) + [|v|?
< (fuf + [fol))?

lu+ v

|lu+ v

—

< Jlull +[Jo] ¥ u,v € V

que es la desigualdad triangular.

Definicion 4.1. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial V con un producto interior que
cumple con (4.1) — (4.4) lo cual es completo como espacio normado (es decir, es un espacio de
Banach).

Ya hemos demostrado que LZ(X, ) es un espacio de Hilbert para cualquier medida positiva
u. El producto interior es

(1.7) (f.9) ftﬁdﬁ"

por lo que de (4.3) obtenemos ||f]|,.
Otra identidad importante valida para todos los espacios de producto interior es la ley del

¥ Obsérvese que (u,u) es real por (4.3).
? Schwarz sin "t" en este caso.



paralelogramo:
(1.8 o+ 0l)? + = w2 = 2l + 2],

Lo anterior sirve para probar el "teorema de la existencia" de la teoria de espacios de
Hilbert.

Lema 4.2. Sea C C H, en un espacio de Hilbert, abierto y convexo (es decir, su + (1 —s) v € Csi
u,v € Cy0<s<1). Luego C contiene un elemento unico de la norma mds pequeria.
Prueba. Podemos elegir una secuencia u, € C tal que

|ty || — & = inf{||v|;vel}.

Por la ley del paralelogramo,

| tn — t‘-'m'H:2 2| HHHE j”'“m”E — || '“m”2

< 2([|un | + [ tm]?) — 467

donde empleamos el hecho de que (1, +u,,)/2 € C por lo que deberemos tener normado al
menos &. Por tanto {u,} es una secuencia de Cauchy, que sera convergente por la

completitud que se presume en H. Por consiguiente lim u, = u € C (ya que se supone que es
cerrado) y por la desigualdad triangular

[t || = {Jull| < fJun —uff —0
Luego ||u]| = 6. La unicidad de u se desprende una vez mas de la ley del paralelogramo, que
demuestra que si ||u'|| = &:

Jw — || < 267 — 4| (u + u')/2[* < 0.

El dato fundamental sobre un espacio de Hilbert es que cada elemento v € H defina un
funcional lineal continuo mediante
H=ur— (u,v) eC
y, a la inversa, cada funcional lineal continua se crea de esta manera.
Proposicion 4.3. Si L : H— C es una funcional lineal continua en un espacio de Hilbert,

serd entonces un elemento unico v € H tal que

(1.9) Lu = (u,v)Vuec H,

Prueba. Consideremos el espacio lineal

M —{uc H: Lu— 0}
como el espacio nulo de L, una funcional lineal continua en H. Por la continuidad que
hemos supuesto, M es cerrado. Podemos suponer que L no es idénticamente cero (ya que,

entonces, v =0 en (4.9)). Por tanto, existira w & M.



Consideremos

wtM={veH v=wtu,uc M}.

Se trata de un subconjunto convexo y cerrado de H. Aplicando el lema 4.2, tiene un Unico

elemento mas pequefio, v € w + M. Dado que v minimiza la norma en w + M,

o+ osull® = (|| + 2Re(su,v) + | s||?]|ul?

es estacionario en s = 0. Consiguientemente, Re (z, v) =0 V u € M, y el mismo argumento
sustituyendo s por is demuestra que (v, u) =0 V u € M.
Ahora tenemos v € w + M, luego L, = L,, # 0. Consideremos el elemento w' = w/L,, €
H. Dado que Lw'= 1, para cualquier u € H
Liu— (Luyw" Lu— Lu—10.
De donde resulta que u— (L,)w' € M por lo que si w" = w'/||w'[|?
b, i)

(w, w") — ((Lu)w', w") L-u—” IE Lu.
w'||?

La unicidad de v se desprende del caracter positivo de la norma.

Corolario 4.4. Para cualquier medida positiva u, toda funcional lineal continua
L LE('}:._JL{'] — C

es de la forma

Lf ffgd,u, ge LA X, ).
X

Obsérvese la evidente fuerza del "razonamiento abstracto" en este caso. Aunque da la
impresion de que hemos construido g de la nada, su existencia se deriva de la completitud
de L’(X, u), aunque resulta muy conveniente expresar el argumento de forma abstracta para
un espacio general de Hilbert.



