MATERIAL DE CLASE DEL CURSO 18.155. OTONO DE 2002

2. MEDIDAS Y o-ALGEBRAS

Una medida externa como p* es un objeto bastante elemental ya que, incluso cuando
los conjuntos A; son disjuntos, generalmente existe una desigualdad estricta en (1.14).
Siendo razonables, no cabe esperar una igualdad en (1.14), para uniones disjuntas y para
una funcion definida en fodos los subconjuntos de X, por lo que nos centraremos
exclusivamente en series mas reducidas de subconjuntos.

Definicion 2.1. Una serie de subconjuntos M de un conjunto X es una o-algebra si

X M

(1) ¢, X €.
(2) EcM-—=E“=~X\EFcM
(3) {Ei} CM-—= - E; e M.

Para una medida general externa p* definimos el concepto de p*-medibilidad de un
conjunto.

Definicion 2.2. Un conjunto E C X sera u*-medible (para una medida externa p* en X)
si

(2.1 (A= p (AnE) + (AN E E'] vACX.

Proposicion 2.3. La serie de conjuntos w*-medibles para cualquier medida externa es
una o-algebra.

Prueba. Supongamos que E es p*-medible; E€ lo sera también por simetria de (2.1).

Llamemos 4, E y F a tres conjuntos cualesquiera. Tendremos

AMEUFEy = (ANENFYUANENFOUANEY N F)
An(BEUFRY —AnEYNFY.

Partiendo de la sub-aditividad de p*

p{AN(EUE)) + (AN (EUF)Y)
< pANENF) + w(AnEUF =
| p[:; (AN ECNF I p[:E (AN E Nl i

Si E'y F son p*-medibles, aplicando dos veces la definicion tendremos, para cualquier 4,



pA) =p (ANENE)+ p (AN ENF ¢ |
Pt (AN E “nF VAN E “r ¢ |
>t (ANEUFR)) (AN (EuF)©).

Como de la sub-aditividad de p* se deriva la desigualdad inversa; £/ U F’ serd también
p*-medible.

Si{E;} ;‘21 es una secuencia de conjuntos disjuntos p*-medibles, definiremos F,, =
\Jr Eiy F =] E: Entonces, para cualquier 4,
W ANE) = (AN E, N E,) +p (ANE, N Eg |

pHANE,) + p (AN F, ).

Iterando lo anterior demostramos que

wiANE,) Z (AN E;).
i=1

A partir de la p*-medibilidad de F), y la sub-aditividad de p*,
p Ay = p AN E) + ' (AN E : )

> Z p(ANE;) p (ANF <.
i=1

Tomando como limite n — o y aplicando la sub-aditividad,
n

(2.2] Ay = Z w(ANE RN (AN FC)
i=1
_=_ 7 k |:.;4_ N FI | }'_;[:E I:-.'—;]_ a FC I _ }'_I:E I ‘4_-]

se prueba que las desigualdades son igualdades, luego [ es también p*-medible.
En general, para cualquier union contable de conjuntos p*-medibles,

o N
U4 =UA4.
j=1 =1
i1 i1 ©

A - A A A A

i—1 i=1



es u*-medible, ya que los ANJ son disjuntos.

Una medida (1o que en ocasiones se conoce como una medida positiva) es una funcion
ampliada definida en los elementos de una c-algebra M:

p: M —[0,00]

tal que

(2.3) w=0y

(2.4) pl U] D mAy

i=1 i=1
st {A L, C M

y AE'. M ;-1-} q;'l:" ? -' j

En principio, se entiende que los elementos de M con medida cero (por ejemplo, £ € M,
w(E ) = 0) son "despreciables". Se dice que la medida u es completa cuando
(2.5) EcXyadaFeM,u)=0,EC F=FE eM.

Véase problema 4.
Ya hemos visto anteriormente la primera parte de este importante resultado obtenido

gracias a Caratheodory.
Teorema 2.4. Si pu* es una medida externa en X;, la serie de subconjuntos n*-medibles de

X serd una o-dlgebra y u* limitada a M serd una medida completa.

Prueba. Ya ha quedado demostrado que la serie de subconjuntos p*-medibles de X es una
c-algebra. Para comprender la segunda parte del teorema, hay que tener en cuenta que al

tomar A = F'en (2.2) obtenemos

i E Z,u:i ['Ej':l il F UEj
J i=1
y los E; son elementos disjuntos de M. En esto consiste (2.4).

Del mismo modo, si p* (E) =0y F C E; p* (F) = 0. Por lo tanto, basta con demostrar
que para cualquier subconjunto £ C X ; u* (£) = 0 implica £ € M. Para cualquier A C

X, aplicando el hecho de que p* (4 N E) = 0y la propiedad ‘incremental’ de p*



pA) < i (ANE) + pf (AN EY)
wi{Amn EY) < (A

demuestra que deben ser siempre igualdades, por lo que £ € M (es decir, es p*-medible).

Volviendo a nuestro objetivo principal, recordamos que hemos construido la medida

externa de p* a partir de 0 < u € (Co(X))' utilizando (1.11) y (1.12). Para poder utilizar
frecuentemente la medida cuya existencia se desprende del teorema de Caratheodory
necesitaremos:

Proposicion 2.5. Si 0 < u € (Cy(X))' para un espacio métrico localmente compacto X;

cada subconjunto abierto de X es p*-medible para la medida externa definida por (1.11) y
(1.12), siendo su medida n en (1.11).

Prueba. Supongamos que U C X es abierto. Solo necesitamos probar (2.1) para todo 4 C
X con p* (4) <.

Supongamos en primer lugar que 4 C X es abierto y que p* (4) < . Luego A N U es

abierto, por lo que dado €> 0 tendremos

fe ClX)supp(fre AnU

con0<f<ly
pANUy =AUy <ulf) + €.

A\ supp(f) es también abierto, luego podemos hallar g € C(X),0<g <1, supp(g) € 4\
supp(f) con
p (A sapp(f) = pl Ay sapp(f)) <ulg) + €.

Dado que
A\ supp(f) D ANUT,0< fg<1,supp(f+g) €A,
Ay =ulf+g)—ulf)+ulg)
> p (ANU) + p (AN UY) — 2¢
> pt(A) — 2e
utilizando la sub-aditividad de u*. Haciendo € | 0 podemos concluir que
pA) < p (ANU) + p(ANUY) < p'(A) — p(A).
Lo que nos da (2.1) cuando A4 es abierto.
Por regla general, si £ C Xy u*(E) < oy dado ¢ > 0 tenemos 4 C X abierto con u* (E£)

2/ Por qué?



> u* (A) — € Por lo tanto,
Jui: (L) = p_f:i (AU J|'_;_f:E (AN U('f'] — €

= (E0U)y +p(En U — ¢
= (E) —e.

Lo que demuestra que (2.1) sigue siendo valido en todo caso, luego U es p*-medible
cuando es abierto. Ya hemos visto que w(U ) = u*(U ) cuando U es abierto.

De esta manera queda demostrado que todos los conjuntos contenidos en la o-
algebra del teorema de Caratheodory son abiertos. En el Problema 3 se ha demostrado
también que la interseccion de cualquier serie de c-algebras en un conjunto dado es una c-

algebra. Al ser siempre P(X) una c-algebra, se desprende que para cualquier serie & C P

(X') siempre existe una c-algebra mas pequefia que contiene &

Me= {M D &; siendo M una c-algebra ; M C P(X)}

Los elementos de la c-algebra mas pequefia que contiene los conjuntos abiertos se conocen
como "conjuntos de Borel", y la medida definida en la c-dlgebra de todos los conjuntos de
Borel como medida de Borel. Lo que hemos demostrado es:

Proposicion 2.6. La medida definida por (1.11), (1.12) a partir de 0 < u € Co(X))'
mediante el teorema de Caratheodory es una medida de Borel.

Prueba. Esto es lo mismo que lo expresado en la Proposicion 2.5. Observe lo sencillas que
son las pruebas.

Podemos incluso seguir en la misma linea. Se dice que una medida de Borel es regular

externa en £ C X cuando

(2.6) w(E)=inf {u(U); U D E, U abierto} .

Por lo tanto, la medida construida en la Proposicion 2.5 es regular externa en todos los
conjuntos de Borel. Una medida de Borel es regular interna en E cuando

(2.7) w(E) =sup {u(K); K C E, K compacto} .

Llegados a este punto necesitamos saber que los conjuntos compactos son medibles segiin
Borel. En esto consiste el Problema 5.

Definicion 2.7. Una medida de Radon (en un espacio métrico) es una medida de Borel
que es regular y externa en todos los conjuntos de Borel, regular e interna en conjuntos
abiertos y finita en conjuntos compactos.



Proposicion 2.8 La medida definida mediante (1.11), (1.12) a partir de 0 < u €
(Co(X))' aplicando el teorema de Caratheodory es una medida de Radon.

Prueba. Supongamos que K C X es compacto. Llamemos Xk a la funcion caracteristica de
K,Xx=1enK,Xx=0en K" Supongamos asimismo que f € C, (X) , supp(f) € Xy f

> Xk A continuacioén definimos
U =dr = X fix) = 1 — €}

donde € > 0 es un valor pequefio. Por lo tanto, U€ es abierto, por la continuidad de f, y
contiene K. Ademas, podemos elegirg € C(X') , supp(g) € Us 0 <g<lcong=1
proximo a’ K. Por lo tanto, g < (1 — €) ' f'y de ahi

w (K <ulg) = (1 —¢€) bl fy.

Haciendo que € | 0, y utilizando la medibilidad de K,
#(K) < u(f)
= plK) = int{u(f): fe CX), supp(f) EX . f = xx} .

Esto implica, en particular, que u(K) < o si K € X, aunque también prueba (2.7).

Hagamos un breve repaso de lo hecho hasta ahora. Hemos usado la funcional
positiva u para definir una medida externa p*, y por lo tanto una medida pu, y a
continuacion hemos verificado las propiedades de ésta tltima.

Se trata de un esquema bastante interesante; ahora, anticipandonos a lo que
expondré mas adelante, sugiero pasar a ver algo distinto.

Digamos que O C R” es "rectangular” cuando es un producto de intervalos finitos
(abiertos, cerrados o medio abiertos)

i
(2.8 Q H':"]'|ﬂ='- bilor) a; < by
i=1

3 Indica "en un vecindario de K".



estamos de acuerdo respecto a cudl es su volumen estandar:

n

(2.9] v H[:bz- —a;) = [0, ).

i=1

Es evidente que cuando tenemos dos conjuntos de esta clase, Q1 C (s, entonces v(Q;) <
(). Intentaremos definir una medida externa sobre subconjuntos de R” mediante

(2,10 v'(A) — inf Z v(€);); AC UQ,&, (2; rectangular
i=1

i=1

Deseamos demostrar que (2.10) define una medida externa. Se trata de una demostracion

bien sencilla: v(&) = 0. Del mismo modo, si {-"L }z; | Son conjuntos (disjuntos) y

{Q‘U }5;1 abarca A; mediante rectangulos abiertos, entonces el conjunto de todos los QO
abarcaran 4 = U, 4; y
vi(A) < Z Z 'l-‘['(.gij )
i
— v (A < Z v A,
i

Y ya tenemos la medida externa que buscabamos. También deseamos
demostrar:

Lema 2.9. Si Q es rectangular; v¥(Q) = v(Q).
Partiendo de esta suposicion, la medida definida a partir de v* mediante el teorema de
Caratheodory se conoce como medida de Lebesgue.

Proposicion 2.10. La medida de Lebesgue es una medida de Borel.
Para probar esta proposicion nos basta con demostrar que los conjuntos rectangulares
(abiertos) son v*-medibles.

Supongamos que M es una c-algebra en un conjunto X' y N es una c-algebra en otro

conjunto Y. Se dice que un mapa f . X —Y es medible con respecto a estas c-algebras
dadas en X e Y cuando

(211} f WEYe MY E e\

Fijese en lo similar que es esta expresion a una de las caracterizaciones de la continuidad

* Luego X (o si prefiere decirlo de un modo més sofisticado, (X,/M) se suele denominar como un espacio
medible.



para mapas que se hallan entre espacios métricos en términos de conjuntos abiertos.
Ciertamente se trata de una analogia que ofrece un resultado practico.

Proposicion 2.11. Todo mapa continuo f: X —Y entre espacios métricos es medible con
respecto a las o-dlgebras de Borelen X e Y .

Prueba. El principal punto en el que hay que fijarse es que /', al ser un mapa sobre
conjuntos exponenciales, sirve perfectamente para cualquier mapa. Es decir; si f: X -V,

f': P(Y)—P(X) satisfara:
FYHEY = (fYE)

fl UEJ- Uf l['Ej']
j=1

j=1 j=1
f o) —o, FHY) = X.

Poniendo en comun todas estas expresiones observamos que, si M es una c-algebra

cualquiera en X, entonces

(2.13) {E cY:fUE) < ,."l.’f}

es siempre una c-algebra en Y.

Volviendo a la prueba de la proposicion, la continuidad de f'demuestra que f~ 1(E) C Xes

abierto cuando £ C Y es abierto. Por lo tanto, la c-algebra en Y definida por (2.13) a partir
de la c-algebra de Borel en X contiene todos los conjuntos abiertos, luego también contiene
la c-4lgebra de Borel en Y :

f YBY)) © B(X).

Nos interesan principalmente las funciones en X. Si M es una c-algebra en X; f - X -R
sera medible cuando lo sea también con respecto a la c-algebra de Borel en R y a M en X.

De un modo mas general, para una funcion ampliada f*: X —[o0,00] tomaremos como la o-
algebra de Borel en [o0,0] la c-dlgebra mas pequefia que contenga todos los subconjuntos
abiertos de R y todos los conjuntos (a, ©] y [, b) ; que de hecho viene generada por los
conjuntos (a, »]. (Véase Problema 6.)



Nuestra principal tarea consiste en definir la integral de una funciéon medible. Para ello
partiremos de funciones simples. Hay que tener en cuenta que la funcion caracteristica de

un conjunto
f | ze E
XE 0 z¢ E

es medible si y solo si £ € M. Mas en general, una funcion simple;

N
(2141 f Zﬂ'ﬂEf

i=1
es medible si los conjuntos £; son medibles. La presentacion, (2.14), de una funcion simple
no es Unica, aunque podemos hacer que lo sea, tomando la presentacion minima, insistiendo
en que todos los @; sean distintos de cero y

E,~{zcE; flzr)— a}

con lo que f'en (2.14) es medible si y solo si todos los Ej lo son.



