10. OPERADORES DIFERENCIALES.

En este ultimo tercio del curso aplicaremos lo aprendido hasta ahora sobre distribuciones,
asi como algunas otras nociones necesarias para comprender las propiedades de los
operadores diferenciales con coeficientes constantes. Antes de pasar a explicar estas
cuestiones, me gustaria probar otro resultado de densidad.

. , n .
Hasta el momento no hemos definido una topologia en S’ (R"), algo que dejaremos como
ejercicio opcional'®. Si que veremos, en cambio, una nocién de convergencia. Supongamos

que u; € <§ (R") es una secuencia de S' (R"). Se dice que converge débilmente hacia u €
<S8 (R") cuando

(1011 wilp) — ulep) 7 poe SR").

En este caso no se presume "uniformidad", sino que mas bien se trata de convergencia
puntual (salvo que la linealidad de las funciones la hace parecer mas fuerte).

Haga avanzar el texto para acceder a mas contenidos

18 Problema 34.



Proposicion 10.1. El subespacio S(R") C S(R") es débilmente denso; es decir, cada u €
S (R") es el limite débil de un subespacio uj € S(R™.

Prueba. Podemos utilizar el teorema de la representacion de Schwartz para escribir, para
una m dependiente de u,

w— ()™ E D%, ua = L*(R").
LA )

Sabemos que S(R") es densa en LZ(R") en el sentido de espacios métricos, luego podemos

hallar u, ;€ S( R"), u, j— Ug en Lz([Rn). El resultado de densidad provendra entonces de las
propiedades bésicas de la convergencia débil.

Proposicion 10.2. Si u; — u y u'; — u’ débilmente en S' (R") entonces cuj, — cu, u; + u’;

—u+u Dauj —Duy (x)muj — 0""'u débilmente en S' (R").

Prueba. Lo anterior se desprende de escribir todo en términos de pares; por ejemplo, si @
€ S(R™
D) — u((— 1) D) — u((—1)"' D) — D™uly).

Esta densidad debil prueba que nuestras definiciones de D, y x; x deben ser tnicas si
necesitamos que la Proposicion 10.2 se mantenga.

Ya hemos visto el concepto de la diferenciacion entendida como un operador (que
consiste simplemente en una correlacion lineal entre espacios de objetos tipo funcion).

D;:S'R") — S(R").
Cualquier funcién polinémica en R”

plé) Z Pa€”, Pa €C
al<m

define un operador diferencial

(10.2) plDu Z pa D% .
O T

' Serfa mas correcto decir un operador diferencial parcial con coeficientes constantes.



Antes de pasar a tratar teoremas generales, veamos algunos ejemplos

(10.3) en [Rz, 0 = 0x + idy "operador d-bar"
n _ o 2 " : n
(10.4) en R, A= Z:; D, laplaciano
(10.5) en R x R"=R"" , Di — A "operador de ondas"
(10.6) en Rx R"=R"" , 0;,+A "operador de calor"
(10.7) enRx R"=R"", D,;+A "operador de Schrodinger"

Se dice que las funciones, o distribuciones, que satisfagan ¢,, = 0 son holomorficas;

mientras que las que satisfacen A, = 0 son armonicas.

Definicion 10.3. Se dice que un elemento E € S' (R") que satisface
(10.8) PIINWE — 4

es una solucion fundamental (temperada) de of P(D).

Teorema 10.4 (sin prueba). Existe una solucion fundamental temperada para todo
operador diferencial de coeficiente constante distinto de cero.

Este teorema es bastante dificil de probar y no tan interesante como pudiera parecer. En
cualquier caso, daremos unos cuantos ejemplos, comenzando por 0 Consideremos la
funcion

| :
(1097 Elx. ) —(x | iy 1, (x.y) + U
4 . ;

LT

Lema 10.5. E(x, y) es integrable localmente y por lo tanto define E € S ([RZ) mediante

!
(10.10) Elg) = — [ (z+iy) 'pla.yldrdy.
T g2

siendo E asi definida una solucion fundamental temperada de 0 .

Prueba. Dado que (eriy)'1 es uniforme y acotada lejos del origen, la integrabilidad local se
desprende del célculo, utilizando coordenadas polares

1011 [ dxdy [ /’ r dr df
. . - ()| 1|'1 | :y|

Diferenciando directamente en la region en la que es uniforme,

, T B . . e i
Loz +iy) 2, Oyl + 2y) b ilrciy) ?

-2
=

5: (x + 2y



por lo tanto,
JE — 0 in (. y) #0520

La derivada viene en realidad definida por

Aqui he cortado de la integral el espacio {|x| < ¢, |y| <&} y he utilizado la integrabilidad
local para tomar el limite como ¢ | 0. Integrando por partes en x hallamos

—L oty LOnp dx dy /T O(x + iy Yo dr dy
" q r " €

I / (x +iy) ‘elz.y) f.i.’y—/ (z+iy) ‘olz.y)dy.
;:EE ’ .'I:"-= ff

Existe una formula correspondiente para la integracion por partes en y luego,
recordando que 0 E= 0 desde (0, 0),

(10.13) frrEElj:p]

lim/ e tay) Tole.y) — (—€ 1 iy) tol—ey) dy
Syl e

e|0
il lx+ie) “wlre) —(x—1ie) "plz e dr,
el0 fiz|<e

suponiendo que ambos limites existen. Podemos escribir
wlr,y) — @0 0) + zey(zy) + ydalz.y) .

Sustituyendo ¢ bien por xy: o bien por y¢: en (10.13) ambos limites son cero. Por

ejemplo
< W1 — 0.
/u €

Consiguientemente, obtendremos el mismo resultado en (10.13) sustituyendo ¢ (x, y) por

9 (0, 0). Luego 2TTOE(p) = c 9 (0),

, dy _ dy
C lllu‘;’f[ -3 lin =< / 5 = 2.
el Jyeeet by e Joq I HyE

‘ / (e + 2y 15-;-'.'llﬁe.yﬁl dy
o | Y[EE

2% En esta fase, por lo tanto, sabemos que O E debe ser una suma de derivadas de &.



Recordemos que ya hemos visto la convolucién de las funciones

o+ v(r) [ wlx — yvlyldy = vxulz).

Lo cual es factible, dado que u es de crecimiento lento y s € S(R"). De hecho, podemos
rescribir la definicion en términos de pares

(10.14) (w*p)x) = (u, ol —-))

donde el - indica la variable del par.
Teorema 10.6. (Hormander, Teorema 4.1.1). Siu €S"(R") y ¢ € S(R"), entonces u *

peS (RN C(R" ysisupp(p) € R".

supplu @) C supplw) 4 supple) .

Para cualquier multi-indice o

DY usp) = Do — usx D%,

Prueba. Si ¢ € S(R"), entonces para cualquier x € R” fijado,

wlr — ) e SR,

Los calculos exigidos por la seminorma son

sup( 14 [y|?)/2 D yple —y)| <oV a, k>0,
Y
Dado que

Day.;f;?l:i'—y:l [—[]a [Da.;’;*.][j_‘—y]

(1+ [g)?) < (1 + |z — )1 + |z}

concluimos que

. 3. k/2 . . . DB ok Co
1L+ [yF) 2D (z — y)l= < (1 + 272 (y)* Dy y) | L -

La continuidad de u € S(R") significa que para algunos valores de &

[u(p)| < C sup | (1) D] 1
=k

[}



de donde se sigue que

(10.15) lu* @lx)| = |[(u,elz— ) < CU1 A |.r|g]'i"";g.

. .y . n
El argumento anterior muestra que x — @ (x — *) es una funcion continua de x € R" con

valores en S(R"), luego u * ¢ es continua y satisface (10.15), por lo que es un elemento
de S(R").
De la misma manera se obtiene la diferenciabilidad ya que para cada j con ¢; el vector
unitario j-ésimo
plr -+ se; —y) — wle —y)
I’f" a y I'f’ o — ‘:‘; I: Rr]. :I

5

es continuo en x € R", s € R. Por consiguiente, u * ¢ tiene derivadas parciales continuas
y
Dju s —=uxDjp.

El mismo argumento demuestra entonces que u * @ € C*(R"). Que Dju * ¢)=D;(u
* @) se deriva de la definicion de la derivacion de las distribuciones
Dj [ * {I,;:l[;r] | (1 # Dj;];u] ()
(e, Dol —yl) — —{ulyl. Dy,ple — yl)y
(Dju) + .

Por ultimo, veamos la propiedad de soporte. Aqui suponemos que el soporte ¢
(supp(¢@)) es compacto, y sabemos también que el soporte u (supp(x)) es un conjunto
cerrado. Tenemos que demostrar que

(10016 T ¢ supplu) + supple)

implica u * ¢ (x')=0 para x' proxima a x . Ahora (10.16) significa que
(10170 supp @lT — - Msupplu) q;";,

Dado que
suppglz — ) =y e R% x —y = supple) |

ambas expresiones significan que no existe y € supp(¢@ ) con X —y € supp(u). Lo que
puede también escribirse:
supple | Mesuppuls — - @



y que, como hemos demostrado al ver los soportes, implica

Tl T ] Al e I "I:" (.
Por (10.17) esta es una condicion abierta en x', de donde se desprende la propiedad de
soporte.

Supongamos ahora que @, » € S(R")y u € S(R"). Luego
(10.1%) (m*@)*xP = u*x(@xy).

Tenemos aqui el Lema de Hérmander 4.1.3 y el teorema de Hormander 4.1.2; me interesa
que lo prueben del modo del Problema 35.

Hemos demostrado que u * ¢ es C” cuando u € S(R")y ¢ € S(R"); es decir, la

regularidad de u * ¢ se desprende de la regularidad de uno de los factores. Es razonable

suponer, por lo tanto, que u * v se puede definir cuando u € S(R"), v € S(R") y una de
ellas tiene soporte compacto.

Siv € CZO y @ € S(R"), entonces
vl / wl-), vl — - ))plx) dr [ wi-),viz — - ))opl—z)dr

donde
(’;".[z] ;I,;u[—;;]_

De hecho, aplicando el Problema 35,
(10.149) wxvig) = ({uxv)x@) (U] = (w+ (v,

Aqui v, @ son uniformes, pero atencion:

Lema 10.7. Si v € S(R") tiene soporte compactoy ¢ € S(R"), entonces v * @ €
S(R™.

Prueba. Dado que v € S'(R"), tiene soporte compacto existira X € ( ZO (R") tal que Xv =
v. Luego
vkl (yvl#plr) 'Z:j{t.-‘[ ylowplr—1y) ::-y
(wiy), xlylele —y))y .
Por consiguiente, para algunos valores de &,

v plz)] < Clxlpl — u)lg



donde || || (x) es una de nuestras normas en S'(R"). Como X tiene soporte en una bola de
gran tamano,

Ix(ylela — g

< S |-::y:1-kDay[ Yiylpls —y) ]|
cr| <k
< C' sup sup [(D% )z — y)|
u=H | <k
< Cy sup (1 + |z — ylzﬁ' N2
y/~R
. 3. N/2
< Cy (14 |z V2,
Por consiguiente,
(1 |:1‘?|2']‘ﬂ“'---'“2 CEX%]

es acotada para cada N. El mismo argumento sirve para la derivada empleando el Teorema
10.6, por lo que

vipe SR

De hecho, obtenemos algo mas, puesto que podemos ver que para cada k existe k'y C
(que dependen de k 'y v)tal que

v * el < Cllellw -
Lo que quiere decir que
ve - SIR") — S(R")

es una correlacion lineal continua.

(10.19) nos permite definir u * v cuando u € S'(R") tiene soporte compacto por
uwkvi@) —u*lvx)l],

Empleando la continuidad a la que se hace referencia mas arriba, se pide verificar que u *

v € S'(R") en el Problema 36. Por el momento, supondremos que esta convolucion tiene las
mismas propiedades que antes hemos visto; en el Problema 37 se pide verificar sus partes
principales.

Recordemos que £ € S'(R") es una situacion fundamental para P(D), un operador



diferencial de coeficiente constante, cuando P(D)E = &. También utilizamos una nocion mas
débil.

Definicion 10.8. Una paramétrica para un operador diferencial de coeficiente constante
P(D) es una distribucion F € S(R") tal que

(10.20) PIDVF—d -+, (R

Se dice que un operador P(D) es hipoeliptico cuando tiene una paramétrica que satisface
(1021 :«ill_uj:«ll[:la[F:l Z {U} .

donde, para cualquier u € S'(R")
(1022} (smg supplu) i 1T e R Jp e C7(R"),

w(T) A0, poues C5(R")} .

Dado que la misma ¢ debe funcionar para puntos préximos en (10.22), el soporte
singular (sing supp) del conjunto serd cerrado. Asimismo,

(10.23) sing supp(u) C supp(u) .

En el Problema 37 se pide demostrar que si K € R"y KNsing supp(u) =2 ;3 ¢ €
C ZO ([Rn) con @ (x)=1 enun vecindario de K tal que
pu e CF(R"Y).
En particular,
(10.24) sing supplu) — ¢ = v e S R") N C(R").

Teorema 10.9. Si P(D) es hipoeliptico, entonces

(10.25) sing supplu) — sing supp(P(D)u) ¥V u € S'(R").

Prueba. La mitad de esta expresion es valida para cualquier operador diferencial:

Lema 10.10. Si u € S(R") entonces, para cualquier polinomio

g

(10.26) sing supp( P(DJu)  sing supplu) vV u € S(R") .

Prueba. Se trata de demostrar que

T ¢ singsupplu) = T ¢ singsuppl P(D ju).



A continuacion, si ¥ ¢ sing supp(u) podemos hallar ¢ € (C f([R"), @ = 1préoximoa x ,
tal que @ u € CZO(IR"). Luego
PiDwu— FP(D)pu+ (1 —pu)
PiD)pu)+ PID(]1—¢ju).

El primer término es COO y X ¢ supp(P(D) ((1 — ¢)u)), luego x ¢ sing supp(P(D)u).

Queda por demostrar el inverso de (10.26), suponiendo que P(D) sea hipoeliptico.

Tomamos F, una paramétrica de P(D) con sing supp u C {0} y suponemos, o mejor
fijamos, que F tiene soporte compacto. De hecho, si X ¢ sing supp(P(D)u), podemos fijar
que

(snpplF) +T) Misimgsupp( PO ) — ¢

A continuacion, P(D)F=6 p con p € :O([Rn), luego

u—0oxu — (PIDVF) +u— b+ u.
Dado que ¢ * u € COO ; basta para probar que X ¢ supp((P(D)u) * f).
Tomamos ¢ € CZO([Rn) con @ € Coo , = P(D)u, aunque

(supp F'+T) Msupple) — 0.

Entonces,

f=f+fo fi —¢f cCr(R")

luego

f-E=F fl + F | f-z « F

donde f] x F € COO(IRn) y X ¢ supp(f> * F). De lo que resulta que x ¢ singsupp(u).

Ejemplo 10.1. Si u es holomoérfica en R”, du =0, luego u € Coo (R™).

Recordemos que se dice que un operador diferencial P(D) es hipoeliptico cuando existe F
€ S'(R") con

(10.27) PDF—€ ¢ (R")y sing supp(F) C {0} .

En este caso, la segunda condicién indica quesi ¢ € :o (R™y ¢ (x)=1en |x| < & para

algin ¢ > 0; entonces (1 — ¢)F € C” (R"). Dado que P(D)((1 — ¢)F) € C” (R") podemos
concluir que

P(D)pF)—0<(C(R")



y también podemos suponer que F, sustituido ahora por ¢ F| tiene soporte compacto. Ya
demostramos en el caso anterior que
Si P(D) es hipoeliptica y u € S(R"), entonces
sing supp(u) = sing supp(P(D)u).
Mas adelante recordaremos la prueba.
En primer lugar, no obstante, quisiera comentar un concepto importante: el de

elipticidad. Recordemos que P(D) "no es mas que" un polinomio, conocido como el
polinomio caracteristico

PE) = ) Cuén.

Que tiene la propiedad

P(Dju(&) — P(&Yu(&) ¥V u e S'(R).
Esto demuestra (por si estuviera suficientemente claro) que podemos separar P(€) de P(D)
concebido como un operador en S'(R").

Podemos considerar la posibilidad de invertir P(D) dividiéndolo por P(), lo que
funciona siempre que P(€) # 0. Un ejemplo de ello es
n

P& — € +1=) 1.
j=1

Sin embargo, ni siquiera el operador laplaciano,

A=Y D

satisface una condicidn tan estricta como esta.
Es razonable suponer que las derivadas de orden superior sean las de mayor importancia.
Consideremos, por lo tanto,

Pulé) = Y Cug

o =ne

como la parte principal, o simbolo principal, de P(D).
Definicion 10.11. Se dice que un polinomio P(E), o P(D), es eliptico de orden m siempre
que P,(E) # 0 para todo 0 + € R".

Lo que me gustaria demostrar hoy es

Teorema 10.12. Todo operador diferencial eliptico P(D) es hipoeliptico.

Deseamos hallar una paramétrica para P(D); ya sabemos que podriamos también



suponer que F tiene soporte compacto. Tomando la transformada de Fourier vista en
(10.27) observamos que F deberia satisfacer

(10.28) P['g']ﬁfg';. | f f = SR,

Aqui aplicamos
e C(R") C SIRY),

por lo que también € S(R").

Supongamos, en primer lugar, que P(§) = P,,(€) es en realidad un operador homogéneo
de grado m. Por tanto

Fn(€) = [€]" Pul&), € — &/ 16, €4 0.
La presuncion de elipticidad implica que

(10.29) Pu(€) #0VEc S = {£cR™ €| —1}.

. 1. .
Teniendo en cuenta que " is compacto y P,, es continuo

(10.30) ‘Pm':g:' = C'=0% g'—: Sn 1 .

para una constante C. Aplicando la homogeneidad,

(10.31) ‘meg]‘ =ClE",C=0vE R,

A continuacion, para obtener F a partir de (10.28) deberemos dividir por Pn(§) o
multiplicar por 1/P(€). El unico problema a la hora de definir 1/P,(§) se encuentra en § =

0. La manera de evitar este punto es seleccionar P € ( ZO (R") al igual que antes, con

p@E)=lenfg <1

Lema 10.13. Si P (€) es homogéneo de grado m y eliptico, entonces

1 o(£)
(10.32) Q&) ﬁ e SR

es la transformada de Fourier de una paramétrica para Py(D), que satisfaga (10.27).

Prueba. Esta claro que Q(€) es una funcién continua y |Q(€)| < C(1+[E)) " V € € R”,

luego Q € S(R"). Consecuentemente, es la transformada de Fourier de un F € S'(R").
Asimismo,



m——

Pn(D)F(£) — Pn(6)F — P (£)Q(E)
l _ l:,-:'lé-l k
= P IWVEF — 6+, thg )= —pl&).

Dado que
p € C(R™) C S(R"), ¢ € S(R") < CH(R").

F es una paramétrica para P,,(D). Pero aun nos queda por probar la "parte dura"; es decir,
que
(10.33) sing supp(F') < {0} .

Podemos demostrar (10.33) fijandonos en las distribuciones x%F. La idea es que para un

valor alto de |, x¥ disminuye de un modo bastante rapido en el origen, lo que deberia
"debilitar" la singularidad de F en ese punto. En realidad, deberiamos demostrar que

(10.31) T%F ¢ getmn 1[’]]%”"], | >n+1—m.

Recordemos que estos espacios de Sobolev se hallan definidos en términos de la
transformada de Fourier, lo que quiere decir que debemos demostrar

——
L

i. E = CE P m-l—n+lL2|:-]Rn-].

A continuacion,

o (—1)= D‘"’”Eﬁ .

por tanto, lo que debemos tener en cuenta es el comportamiento de las derivadas de F,
que es Q(€) en (10.32)

Lema 10.14. Sea P(€) un polinomio de grado m que cumple

(10.35) IP(E)| > C [E|" en [E] > 1/C para algiin C > 0.
luego para algunas constantes C,
I
(10,36 J ) [ moie
| y _Pll E :| — a4 |£|

en[g|>1/C

Prueba. El célculo de (10.36) para o= 0 es de nuevo (10.35). La prueba del valor mas alto

supone calcular la existencia para cada & de un polinomio cuyo grado ha de ser como
maximo (m — 1) tal que



(101,37} l La(€)
] T P|E| |_P|$| ':|l+ al

Una vez conocido (10.37), obtenemos directamente (10.36) a partir de

] ) C:-u:-t |£‘| (In J-_.' [ — C—. |€.| i) F

— | = = Lo .
Pl.{.l (1t |a |E|m[l+n]

Podemos probar (10.37) por induccidn, puesto que es cierto para &« = 0. Supongamos que
es también cierto para || < k. Para obtener una misma identidad para cada f con |f| =k +

o

1, basta con diferenciar una vez una de las identidades con |&] = k. De esta manera

o 1 DL, (&) (1 -+ || | Lo D P(E)
3 Nl J _ J
b P(&) b;D P&y P&t (P(g) )t '
Al ser
Ls(€) P[{']Dj Lo(&)— (14 |g-|']Lﬂ['f]Dj P&)

un polinomio cuyo grado es, como maximo, (m — 1) |od + m — 1 ||, el lema queda

demostrado.
Volviendo hacia atras, nos fijamos en que
Py 1 o
& ¥
Q) — g

es uniforme en [§| < 1/C, luego (10.36) implica

ID°QE)| < Call +[g)) ™"

(10.35)

o =

= (EY'D"Q c L*(R™)if £ —m — |a| < —
lo que ciertamente sigue siendo valido cuando

(= |la|+m—n— 1.
dando como resultado (10.34). Ahora, por el teorema de la inmersion de trazas de Sobolev

Fl n
PFeChif jal>nt1—m|k 5 -

Lo que quiere decir, concretamente, que si elegimos u € ZO (R™) con 0 & supp(u),

2k .
entonces, para cada k, u/ |x| ~"es uniforme y



LU =n.

HE T 2 F e o2

De este modo, uF € ZO (R™), y esto es lo que pretendiamos demostrar, sing supp(F) C
{0}.

Asi pues ya hemos demostrado que P,,(D) es hipoeliptico cuando es eliptico. Me
permitiran ustedes que, en vez de verificarlo repitiendo de nuevo la prueba, vaya al
supuesto general y lo repase desde alli.

Prueba. Prueba del teorema. Necesitamos demostrar que si P() es eliptico, P(D) tendra
una paramétrica ' como en (10.27). De lo visto anteriormente resulta que la elipticidad de

P() implica (y es equivalente a)
Pn&) = clé]™ ., e>0.

Por otro lado,

P(€) — Pulé) = Y Co”

x| <1

es un polinomio de grado méaximo m — 1, luego

|P|£| - Pn1|:.£.:|| 2 < (ﬁ” | |Lf|-:|m ! .

Lo que supone que si C> 0 es lo suficientemente grande en [E| > C, C' (1 +[g])" ™ b<en
E|", luego
[P(&)| = |Pnl&)| — [P(&) — Pm(€)]

m W T C m
Zelg" - O gt = S lem

Lo que quiere decir que P(€) cumple por si mismo las condiciones del Lema 10.14.

Por consiguiente, si ¢ € Zo (R") es igual a 1 en una bola lo suficientemente grande,

entonces O(xi) = (1 — ¢ (§))/P(€) en C” y cumplira (10.36), lo que podemos expresar como
[DQE)] = Call + &)™ ™.

Asi, la explicacion anterior muestra que obtenemos una solucion a (10.27) definiendo F' €
S (R") mediante F () = O(¥).

El tltimo paso de la prueba consiste en mostrar que si F € S' (R") tiene soporte



compacto y satisface (10.27), entonces
ue SR, P(DueS(R")NC(R")
—u— F+x(P(Du) —+ucC™(R").

Tratemos ahora de perfeccionar este resultado.

Proposicion 10.15. Si f€ S (R") y u € S (R") tiene soporte compacto, entonces

sing supp(u * f) C sing supp(u ) + sing supp( f) .

Prueba. Necesitamos demostrar que p, & sing supp(u) € sing supp(f) luego p & sing

supp(u * f). Una vez hayamos fijado p, podemos suponer que f* tiene también soporte
compacto. De hecho, elegiremos una bola grande B(R,0), de tal modo que

2 ¢ B(0,R) = p ¢ =supplu) + B(0O,R).

Esto es posible por el acotamiento asumido de supp(u). Elegiremos entonces ¢ € ( ZO

(R") con @ =1 en B(0, R); del Teorema L16.2, 0 mas bien de su ampliacion a las
distribuciones, se desprende que g & supp(u(1 — @ )f), luego podemos sustituir f por @ f
teniendo en cuenta que sing supp( @ f) C sing supp(f). Sif tiene soporte compacto
podremos elegir los vecindarios compactos K, K> del sing supp(u) y del sing supp(f) de tal
modo que p & K|+ K;. Podemos ademds descomponer u = u; + uy, f=f; + f» de modo que
supp(u) C K1, supp (2) C K>y ua, f» € C*(R"). De donde resulta

wk =y fi tugx foturk fotugx fo.

Ahora, p &€ supp(u; * f1) por la propiedad de soporte de la convolucion; y los otros tres

términos son C” ya que al menos uno de los factores es C”. En consecuencia, p & supp(u

* f).

El ejemplo mas importante de operador diferencial que es hipoeliptico, pero no eliptico,
es el operador de calor.

(10.39) 8+ A=, —Z@i.
j:l

De hecho la distribucion

—J' WY _'E_E) e
(10.40) Elt, ) (4mt)/? ['\]\"( 4 t=29



es una solucion fundamental. En primer lugar, deberemos verificar que E es una
distribucién. Evidentemente, E es C” en ¢ > 0. Ademas, a medida que t | enx # 0

disminuye con todas las derivadas también lo hace C”, excepto en =0, x = 0. Al ser
claramente medible, verificaremos que es localmente integrable cerca del origen, es decir,

(10.11) f Btz drdt < ~,
0<t<1 -

x|

ya que E > 0. Podemos cambiar las variables, fijando X= x/tl/z, con lo que dx = "2 ax yla
integral pasa a ser

l ’ X
—..,j/ / ':'f‘{]‘ll:—|—:l dr dt < ~o.
| L e i |12 ]

Como E es acotada cerca del infinito, resulta que £ € ' R”,

E['{fj'] f Elt. ot x) dx dt v = Slf]R".n'H i
=0

1

Al igual que antes, deseamos calcular
(10.42) (O + AV E(p) = E(—0p + Ayp)

l]'_]u[ Eit,z)(—dip + Ap)drdt.
0 Je Jn

|0

En primer lugar comprobaremos que (8 ; + A)E =0 en ¢ > 0, donde es una funcion C”. Se
trata de un calculo sencillo:

2f?

ok - 2pi 2 g
o e
0.E- - Yp ep.  ‘p,lp
4 2T PTTE
_ n ||
= AE - 2B+ o E.

A continuacidon podemos integrar por partes en (10.42) para obtener

z|?jar
(0 + AV E (@) [l_]]lf W& 1) ————=dx.
= EB™

(A& n/2

Y efectuando el mismo cambio de variables que hicimos antes, X = x/2 é'l /2,



a

I
e e . R -
(dy + AVE(p) ll_]]lf i,jl,(‘._c'_‘-l"‘l )— dX .
& B" m

/2

Como ¢ | 0, la integral se halla aqui acotada por la funcion integrable Cexp(—|X|2), para
alguna C > 0, asi que por el teorema de Lebesgue de la convergencia dominada, conduce a
la integral del limite. Es decir

. . 2 dr _ .
g.;[]_,[]]-f e " = — 0(0,0).

!

Por consiguiente

(A + AVE(@) = p(0,0) = (0, + AVE — 8,0, .

lo que demuestra que E es una solucion fundamental. Dado que decrece en # <0, se le
etiqueta como solucion fundamental hacia adelante. Veamos ahora para qué podemos
utilizarla.

Proposicion 10.16. Si f € SR” tiene soporte compacto 3!u € S'R” con supp(m) C
{t>-T} para alguna Ty

(10.43) (B + Aju — f in BT,

Prueba. Naturalmente, probaremos u = E * f, que cumple (10.43) por las propiedades de

convolucion. Del mismo modo, si 7 es tal que supp(f) C {t> T}, tenemos

suppl(u) C suppi f) +supp(E) C {t =T .

A continuacion necesitamos demostrar la unicidad. Si uy, uy € S'R” en dos soluciones de
(10.43), su diferencia v = u— u; satisfaré la ecuacion "homogénea" (0 + Ay = 0.
Asimismo, v=0en ¢ < T para alguna T".

Dada cualquier £ € R elegiremos ¢ (f) € C” (R) con ¢(f)=0ent>7 +1, p(f)=1ent
<t y consideraremos

E? glflE Fl | Fg,

donde F; =y E7paraalguna v € ZO ([R”H), » proxima a 0. Por tanto, F'j tiene soporte

compacto y de hecho > € S(R"). Comprueben ustedes esta ltima expresion como el
Problema L18.P1.
En cualquier caso,

(O + AL+ F2) =0+ e SR, =0t <.



A continuacion,

(O + AN E;#u) =0=uFssu.

Dado que
suppliy) C {f > .

la segunda fila es soportada aqui en > 7 >T'. Por tanto, u=0ent< 7+ T',pero 7 es
arbitrario.

Hay que tener en cuenta que la suposiciéon de que u € ' R" no es redundante en el
enunciado de la Proposicion: si se admiten soluciones "grandes", éstas pierden su unicidad.
En el Problema L18.P2 se pide aplicar la solucion fundamental para resolver el problema
del valor inicial del operador de calor.

A continuacion haremos un uso similar de la solucion fundamental aplicada al operador
de Laplace. Sin>3

(10.44) E — C,|z| ™

es una solucion fundamental. Es preciso verificar que AE,, = 0 en x # 0 directamente, mas

adelante demostraré que AE, = & para la eleccion apropiada de C,, pero ustedes pueden
hacerlo directamente, como en el supuesto n = 3.

Teorema 10.17. Si f€ SR" 3lu € C;O R" tal que Au=.

Prueba. Definida la convolucion

i FE o« f c SB® O <R

7 r . o0 n
obtenemos por esta via una solucion a Au = f. Necesitamos comprobar que u € ( 0 R™.

Sabemos, en primer lugar, que A es hipoeliptico, por lo que podemos descomponer

EFE-F+F, FFcSR supplF,e R*

y a continuacion £ C” R”. En realidad podemos ver en (10.44) que
\DEy(x)| < Cull + |z nt2-|al

Como hemos demostrado més arriba, F; * f€ SR”, y continuando la integral vemos que
D%l < [DFy f| + Ox(1 4 |z)) ¥ ¥ N

< C:_t['] x| nt+2-lal



De n > 2 se desprende que u € (C ZO R".

De esta forma sélo se mantiene la unicidad. Si existen dos soluciones, u], u; para una f
dada, entonces

v = — Uy £ CR?

satisface Av = 0. Como v € S'R", podemos aplicar la transformada de Fourier y comprobar
que

Y|P B(x) = 0= supp(T) C {0} .

un problema anterior consistia en partir de aqui para obtener como conclusion

T =3 e CaD™6

para algunas constantes C,,. Esto, a su vez, implica que v es un polinomio. Sin embargo, los

unicos polinomios en Cg R" son idénticamente 0. De donde se deduce la unicidad y que v =
0.

La proxima vez hablaré sobre distribuciones homogéneas. En R las funciones

e r® x>0
t () r <

donde S € R es localmente integrable (y, en consecuencia, es una distribucion temperada)
precisamente cuando S > — 1. Como funcion, es homogénea de grado s. Por lo tanto, si o >

0 tenemos

(ax)] — az] .

N
Si consideramos Xt = u como una distribucion podemos fijar esto como

slar)iw) / jslax)p(z) de

o, dr
fﬂs[rju;lj:rfa.]—

il

a’fs(p) .

Por tanto, si definimos
[ = —_
Palz) = 2005 )

para cualquier @ > 0, ¢ € S R podemos plantearnos si una distribucion es homogénea:



Qe —a flp] v e S(R).



