6. DISTRIBUCIONES TEMPERADAS

Una primera aproximacion valida a las distribuciones se puede encontrar en [2],
mientras que en [4] aparecen tratadas de un modo mas exhaustivo.

Ya hemos explicado anteriormente la topologia métrica completa en S(R"). A

. .y , . n .
continuacion, trataré de convencerles de que los elementos de su espacio dual S'(R") tienen
un numero de propiedades de las funciones suficiente para que podamos trabajar con ellas
como "funciones generalizadas".

Haga avanzar el texto para acceder a mas contenidos



En primer lugar desarrollaremos algunos aspectos relativos a la notacion. Una funcioén
diferenciable ¢: R" — C consta de derivadas parciales que hemos denominado 0 ¢/ ox;:

R" - C.

Por motivos que quedaran claros mas adelante, incluimos en la definicion una /-1y
escribimos
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Decimos que ¢ es continuamente diferenciable cuando cada Djp es continua. A
continuacion definimos inductivamente la diferenciabilidad continua un nimero de veces k
diciendo que ¢ y Djp son continuamente diferenciables (k — 1) veces, lo que para k = 2
significa que

D;Dyp son continuas paraj, k=1, ..., n.

Recordemos ahora que, cuando son continuas, estas segundas derivadas son simétricas:
( + } i - ! Y -
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Lo cual quiere decir que podemos emplear una notacion compacta para derivadas mayores.

Tomemos Ny = {0, 1, .. .}; llamaremos "multi-indice" a un elemento
o= NS y, si @ es continuamente diferenciable k veces como minimo, definimos'?
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siempre que | & |=o+ o+ ...+ o, <k

El proximo paso consiste en definir los espacios.

(G.4) CER") — {g:R" —C; D" CHR") 7 |a

Debemos fijarnos en que la convencion establece que se afirma que D¥ ¢ existe cuando se

requiere que sea continua. Aplicando <> = (1 + | x|*) definimos

12 periodicamente es posible que se produzca confusion entre los dos significados de | o | , aunque no es
frecuente.



(G.5) (z) "CER") — {p R* — C; (x)fp c CHR")) .

con lo que nuestro espacio de funciones test es

SR (Vo) "R

Consecuentemente,

(6.6) peSER") < D (z)fp) € GQR™ Y |al <k y todo £.

Lema 6.1. La condicién ¢ € S(R") puede expresarse
. '-.FCDCL.A — 0 N e T
xr) pe Oy R Y |lal <k, ¥V E.
Prueba. Comenzamos por comprobar que

Q—LDIRH D_j':'::i‘::'{r:':l‘;ES':RH].J. l.--- . n
e CHRY, (o) Djp e CHR™) . j—1,---.n.

Dado que

Di{z)p = (z)Dje + (Dj(x) )
y que

D;(z) Tl.r ST !

es una funcién acotada continua, la cuestion queda clara. Considerémosla ahora para un
valor mayor de k.

(G.7) D (x)Pp & {,:,I]R”' Volal—p. 0<p<k
e )" D e R Y ol —p. 0<p<k.

Dejaré que comprueben esto en el Problema 6.1.

Corolario 6.2. Para cualquier k € N, las normas

[z fellen y D [la* D«
||k,
‘-'ja_-'ll:l.

son equivalentes.



Prueba. Toda prueba razonable de (6.2) debe demostrar que las normas
lzeley 3 @)Dl
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son equivalentes. Al existir constantes positivas tal que

Cofte Y e <@ <1+ |
al <k al <k

las normas se cumplen.

Proposicion 6.3. Un funcional lineal u : S(R") —C es continuo si, y solamente si, existe

C, k tal que
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Prueba. Esta es solamente la equivalencia de las normas, puesto que ya demostramos que

u € S'(R") si, y solamente si,

< Cll(z) " l|cx

| u(w)

para algunos valores de k.
Lema 6.4. Una correlacion lineal

T:S(R" —S(R"™

es continua si, y solamente si, para cada k existen Cy j de tal modo que si || <y|B <k

- C Z S

<. 3= 4 R"

G ¥ o
(6.8)  sup |IQDJT£§ ™ D%

kv W e S(RE"™).

Prueba. Este es el Problema 6.2.

Toda esta complicacion sobre normas demuestra que
X SIR™) — S(E™) }'DJ- - SE®) — S(E™

son continuas.



Ahora ya tenemos cierta idea del significado de u € S'(R"). Fijémonos en que u € S'(R")
implica

(6.9) raucSRYYF—1,---,n
(6.10) DiucSR")Yj—1,---.n
(6.11) eu e S'(R") ¥ p e SR

donde tenemos que definir estos elementos de forma razonable. Hay que recordar que "se

supone" que u € S'(R") es como una integral aplicada a una "funcion generalizada".

(6G.12) i) wlxpp(x)de 7 € S(R™).
RJI

Dado que esto seria cierto si u fuera una funcion definiremos

(6G.13) rjulth) = ulzah) ¥ € S(R").

. oy . n
A continuacion, verificamos que xu € S'(R"):
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De modo similar podemos definir las derivadas parciales mediante la formula estandar de
integracion por partes.

(G.14] f (Dju)(z)plz)de — — [ u(z)(D;p(z)) dz
En’n’ R“
cuando u € ¢! (R"). Por consiguiente, si u € S'(R") definiremos de nuevo
Djuivp) — —u(Dph) ¥ v € S(RY).

De esta manera queda claro que Dju € S'(R™).



Iterando estas definiciones hallamos que, para cualquier multi-indice ¢, D¥ define una
correlacion lineal

(G.15) D SR — SYE").

Por lo general, un operador diferencial lineal con coeficientes constantes es una suma de
estos "monomios". Asi, por ejemplo, el operador de Laplace es

r 9 s D D .- D2
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Lo que a nosotros nos interesa es tratar de resolver ecuaciones diferenciales tales como
Au= f & SR™) .
También podemos multiplicar u € S(R") por ¢ € S(R"), definiendo simplemente
(616 wul) ulpy) v e S(R"),
Para que esto tenga sentido basta con comprobar que
(G617 E S1p |IGDﬁ':":ﬁf"-':'| < C E sup |~1'GD"3L,5"| )

S ||k,

I|‘,|.
Lo cual se desprende facilmente de la formula de Leibniz.
Para comenzar a considerar u € S(R") como una funcién generalizada debemos definir

en primer lugar su soporte (supp). Recordemos que
(G.18) supp(eh) = cerr{z € R™;¢(x) # 0.

Podemos formular esto de otra forma "débil" que resulta mas sencilla de generalizar:

(G.19) p ¢ suppiu) < Jpc SR, wlp) # 0, pu—0.

De hecho, esta definicién es valida para cualquier u € S(R").
Lema 6.5. El conjunto supp(u) definido mediante (6.19) es un subconjunto cerrado de R"
y se reduce a (6.18) cuando u € S(R").

Prueba. El conjunto definido mediante (6.19) es cerrado, ya que

(.20 .au[a]nj-u'][: IpeR": 4 e SR, olp) #0, pu—10}



es claramente abierto: la misma ¢ funciona para puntos proximos. Si » € S(R"),

definiremos u» € S'(R"), que de nuevo identificaremos con » mediante
(6G.21) Uy () f wla)lx)dr.

Resulta obvio que uy» =0 == p =0, simplemente fijamos ¢ = ¢ en (6.21). Por lo que la
correlacion

(6.22) SR = — uy € SR
es inyectiva. Queremos probar que
(6.23) SUpP(ty ) — supp(e)

dada por (6.19) en el lado izquierdo y por (6.18) en el derecho. Comenzamos por demostrar
que

sUpplaty ) C suppla).
Para lo que deberemos comprobar que
p & supply) = p & suppiy,).

La primera condicion es que # (x) = 0 en un vecindario, U de p, luego existe una funcién
C”con soporte en Uy ¢ (p) # 0. Por tanto, ¢ ¢ = 0. Supongamos, a la inversa, p &
supp(u » ). Existira entonces @ € S(R") con ¢ (p) #0y @us =0; es decir:

puy(n) = 07 ne S(R™).

Esto quiere decir, por la inyectividad de S(R") — S'(R"), que ¢ » =0, por lo que » =0 en
un vecindario de p y p & supp (¢ ).

Consideremos los ejemplos mas simples de distribucion que no sean funciones;
concretamente, aquellos con soporte en un punto p dado. EI mas obvio es la "funcion" delta
de Dirac.

(6.2 5p () = pp) 7 e SRY).
Podemos obtener muchos mas, ya que D%es local

(.25 supp( D%u) C supplu) ¥ u & S (R™) .



De hecho,

p & supplu) = 4 e SR, pu =0, p(p) # 0.

Por consiguiente, el soporte de cada una de las distribuciones D¥§), se halla contenido en
{p}. Ninguna de ellas se anula y todas son linealmente independientes.



