2.003 Primavera 2002 Exponenciales complejos

Numeros complejos

e Los nimeros complejos tienen componentes reales e imaginarios. Un nlimero
complejo r puede estar expresado en forma polar o forma cartesiana:

@+ b {cartesiana)

|.|-|a @ {polar)

Las relaciones siguientes sirven para convertir de las formas cartesianas a las polares:

Magnitud |r| Va2 + b2
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e Los numeros complejos se pueden trazar en el plano complejo tanto en forma polar
como en forma cartesiana. Figura 1.
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Figura 1. Diagramas de plano complejo: formas polares y cartesianas.
Identidad de Euler

La identidad de Euler estipula que:

i Je =
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Esto se puede mostrar tomando la expansion en serie de sin, cos y e.
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Exponenciales complejos

e Considere el caso en el que ¢ llega a ser una funcidon temporal que aumenta a una
velocidad constante @ :

el W.

entonces, r(f) se transforma en:
Jut

T i

El trazado de r(¢) en el plano complejo dibuja un circulo con un radio constante = 1 (Fig. 2).
Si trazamos los componentes reales e imaginarios de r(¢) frente al tiempo (Fig. 3),
observamos que el componente real es Re{r(f)g} = cos @t, mientras que el componente
imaginario es Im{r(f)g }= sin wt.

¢ Considere la variable r(¢) que se define de la forma siguiente:

T | IIl '| i if

donde s es un numero complejo:
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Figura 2. Diagramas de plano complejo: r(f) = e’ 1
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Figura 3. Componentes reales e imaginarios de r(¢) frente al tiempo.
e ;Qu¢ trayectoria dibuja r(¢) en el plano complejo? Considere:

(1) — 8t lotjw)t ot jwt

Se puede ver esto como una magnitud variable en el tiempo (e°') que multiplica un punto
rotatorio en el circulo unitario a una frecuencia @ por la funcién e’ . El trazado de tnico

de la magnitud de e’” frente al tiempo, muestra que existen tres regiones distintas (Fig. 4 ):
1. o > 0: donde la magnitud crece sin limites. Esta condicion es inestable.

2. 0=0: donde la magnitud permanece constante. Esta condicion se denomina

marginalmente estable, ya que la magnitud no crece sin limite pero no converge a
Cero.

3. 0 <0: donde la magnitud converge a cero. Esta condicion se califica de estable, ya
que la respuesta del sistema llega a cero mientras ¢ — 00,
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Figura 4. Magnitud r(¢) para distintos o .

Efecto de la posicion del polo

La estabilidad de un sistema viene determinada por la ubicacion de los polos de dicho
sistema. Si un polo se encuentra ubicado en el 2° 0 3* cuadrante (el cuadrante de ubicacion
determina la direccion de rotacion en el diagrama polar), se dice que el polo es estable. En la
Figura 5 se muestra la posicion del polo en el plano complejo, la trayectoria de r(f) en el
plano complejo y el componente real de la respuesta en tiempo para un polo estable.

Si el polo estd ubicado directamente en el eje imaginario, se dice que es marginalmente
estable. En la Figura 6 se muestra la posicion del polo en el plano complejo, la trayectoria de
r(t) en el plano complejo y el componente real de la respuesta en tiempo para un polo
marginalmente estable.

Por tltimo, si un polo se ubica bien en el 1* 0 en el 4° cuadrante, se dice que es inestable. En
la Figura 7 se muestra la posicion del polo en el plano complejo, la trayectoria de r(¢) en el
plano complejo y el componente real de la respuesta en tiempo para un polo inestable.
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Figura 5. Posicion del polo, 7(f), y respuesta en tiempo real para un polo estable.
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Figura 6. Posicion del polo, r(f), y respuesta en tiempo real para un polo marginalmente
estable.
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Figura 7. Posicion del polo, r(#), y respuesta en tiempo real para un polo inestable.
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