2.003 primavera 2002 Boletin de problemas 3: soluciones

Problema 1: Palm 2.24

Todos estos problemas son de segundo orden, por lo tanto, se pueden hallar las raices de las
ecuaciones caracteristicas mediante la formula cuadratica:
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Figura 1: diagrama de la polea para 2.24

a) s;,=-0,3333 + 3,1447i, estable.

b) s1,=13,1447i, marginalmente estable.
¢) s12=2 + 5i, inestable.

d) s;2=-2,4396, 1,6396, inestable.

e) s12= 15,3853, inestable.

Problema 2: Palm 2.22

a) s;»=-5, 2, no se da oscilacion, respuesta dominada por el polo — 2, por lo tanto
Td=0,5, tyene =47 =2 8.
b) s1,= -2, -2, raiz repetida, no se da oscilacion, 7d= 0,5, tseue = 4T =2 s.
. d
=4 rd

¢) s12 =-2 + 5i, hay oscilacion, 7 = 0,5, t =47 =25, W
S

Problema 3: Palm 2.15

Aunque es posible resolver esta cuestion utilizando unicamente las formulas en la tabla 2.3-1,
creo que seria valioso ver si esas soluciones han sido derivadas. En general, la solucion para
cualquier sistema de segundo orden no forzado mix + cx +kx =0es:

x(t) Ae1t 4 Resat

donde,
s12=las raices de la ecuacion caracteristica
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Se pueden expresar 4 y B en referencia a las condiciones iniciales del sistema de la forma
siguiente:

(0] g=A+ B

() g = As1 + Bas

1 T — sarg
) .‘il - HQ

Ip — S
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e e |

Sin tener que hacer nada mas, hasta ahora, la soluciéon se corresponde con la del caso 1 (raices
distintas reales) de la tabla 2.3-1. La solucién para el caso 2 (raices repetidas reales) se puede
encontrar en cualquier libro de texto sobre ecuaciones diferenciales. La solucion del caso 3
(pares conjugados complejos) se expone aqui, ya que es la mas dificil e interesante. En el caso de
los pares conjugados complejos, la solucion a la ecuacion caracteristica es la siguiente:

si=a+bjy s2=a-bj
Si se sustituyen estos valores en la solucion general homogénea, obtenemos:
(1) Aplatbilt v B {a+hj)t
et Aebdt | Rebit
Nota: Loty at bit

Si sustituimos los mismos valores en nuestras expresiones generales para 4 y B, tenemos:

1 Tg—(a—bjlrg  dg— xgla —bj)

@+ bj —a+bj 2h
ig — (a + bj)ro io — xola + bj)

5]

it — bj —a— by 2hj

Con la ayuda de la formula de la identidad de Euler para exponenciales complejos, tenemos:

ehit cos bf 4§ sin bt

e bt cos —0f + sin—h = cos bl — jsinbi

Nota: cos —hi o8 bt
=i —bi — sin i



2.003 primavera 2002 Boletin de problemas 3: soluciones

Si combinamos la ecuacidn anterior, obtenemos:

_ g —wolo —bj) o dg—agla bl —
rit) 0t (0?1—'[ cos Of + jsmdf) — D}D,—,'( cos of — Js1m bl ])
iy 2ty
a (F0 — rola —bj) —do —xola+ bj) .. Fo—zola—bj)+do—zolatbj) . .
i .2';” O jli'.. =100 6
) Ip— rod .o,
g | Irp cos bt 0 - 0 s111 01 )

il

Con la ayuda de la identidad trigonométrica,
FA2 + B2sin (It + )

Acoshi + B sin i W o
donde, |
1 -
0 tan T
Podemos demostrar que:
(1) i "’f\l."ll..--% | %wm (bt + )
i Ll IL

rg — Iy

Esta expresion es la equivalente a la de la tabla 2.3-1. La expresion ligeramente distinta es

debido a que no supongo que a es un nimero negativo.
Para todas las secciones, xo=0y xo=1

a) s1» =—2 + 2i, par conjugado complejo.

x(t) = e sin 2t

b) 512 =—6, -2, raices distintas reales.

x(t)=0,25¢7* —0,25¢*

¢) s12 =—2, -2, raices repetidas

x(t)=t™
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Esta es, en parte, una pregunta capciosa, ya que necesita tener mas informacion para poder
determinar £ y c. Concretamente, necesita conocer el periodo de oscilacion. Aun asi, podemos
determinar = mediante el decremento logaritmico:

A l|J] Bi

I. L Bitn

| i

N W I-.'_}_.l_ | ﬂ;l_
5:i1nL=O,0536

30 ,
= 0,0536 =0,0085

J@7)? +0,0536°

Si tuviésemos el periodo P, podriamos calcular k£ y ¢ mediante las relaciones siguientes:

. = T
_ a iy i 2. J'r |
k mw? f -

-2 1-¢

Problema 5: ejemplo 4.3-3 de Palm

La ecuacion caracteristica para este problema es la siguiente:

ft,.':}' | r-E;} bkt [
donde,
i 122 .
llrt‘ J'rm | J'r.s: | ‘t_?j | |'|'.'rff2
e i
Esto quiere decir que:
g ke kR
b I + 15 —"_m-';ﬂ_ -y 2
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frecuencia natural presentada en un diagrama cuadrado en funcion deR para los valores de un sistema aleatorio
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R/Ro, donde Ro es el radio inicial

Figura 2: frecuencia natural frente a R.

Resulta dificil percibirlo, ya que tanto el numerador como el denominador contienen a R, aunque
podemos ver que R hace que disminuya el denominador y converge en un valor real positivo,
mientras que el numerador converge a un valor igual a cero. De esta forma, la frecuencia natural
del sistema disminuye a medida que lo hace R. En la figura 1 se ilustra como disminuye la
frecuencia natural a medida que R se hace mas pequeio para este sistema con algunos conjuntos
de valores para I, R, my k.

Problema 6: Palm 1.21

a) = (3451 (-6+T1)
resp =-17-511

b) = (-3451) /(-64-Ti)
resp = 0,625-0,1059i
c)=3%1/2
resp=0+1,5i

d) =3/(21)

resp = 0-1,51

Problema 7: Palm 1.22

_;]_:| e -.'_J—Tjﬁ_‘x' (421

XAy

resp = 1-51
b) =xy

resp =-16-52i
c) =XV

resp = -1,1-0,81
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