2.004 MODELISMO, DINAMICA Y CONTROL II Primavera 2003

Soluciones del boletin de problemas S

Problem 1. Particula que se desliza por un plano inclinado mévil. El plano inclinado
de masa M so6lo puede moverse paralelo al eje X, y la particula de masa m esta restringida
a permanecer en la superficie en cuesta del plano inclinado.

Figura 1: la masa m se desliza por un plano inclinado de masa M .

(a) El plano inclinado M se localiza mediante la coordenada x, y una vez fijada la
posicion del plano inclinado, se determina la ubicacion de la particula de masa
m proporcionando la distancia s en sentido descendente a la pendiente. Las coordenadas
xy s forman un conjunto de coordenadas generalizadas completas e independientes
para el sistema en concreto.

(b) Para derivar las ecuaciones de movimiento para las coordenadas generalizadas x
y s comenzamos por estudiar el movimiento. La particula m se traduce en ambas
direcciones X e Y, mientras que el plano inclinado M lo hace solamente en la
direccion X. No existe rotacion. Las coordenadas X e Y de la particula m son:

X, =x+scosd y y =-ssinf
por lo que las coordenadas de su velocidad son:

X, =x+scosd y y =-ssind
La velocidad del plano inclinado M es x,, = x

A continuacidn, para estudiar las fuerzas, dibujamos diagramas de cuerpo libre
de la particula m y del plano inclinado M por separado. Puesto que no existe



friccion, las fuerzas de reaccion N; y N, son normales en relacion a las
superficies con las que estan en contacto. Observe que la fuerza N; que actlia
sobre el plano inclinado M es igual y opuesta a la fuerza N; que actia sobre la
particula m.
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Figura 2: fuerzas actuando sobre una particula m y sobre un plano inclinado M .

(c) Las ecuaciones de movimiento se obtienen aplicando los principios de momento
a la particula m y al plano inclinado M. Tanto para una particula como para un
cuerpo rigido, el principio de momento lineal requiere que la suma vectorial de
las fuerzas que act@ian sobre el objeto sea igual al tiempo de reaccion del vector
de momento lineal del objeto. En términos de los componentes x e y de los
vectores implicados, tenemos:

dp,
dt

d
=y X-

Para la particula m, los componentes x ¢ y del momento lineal son:

=—m(ssin 0)

m

p,=mx, =m(x+scost) y p,=my
y los componentes de fuerza que actuan sobre éste son:
fo =N,sin@ y Zf} =N, cosf—-mg

de forma que los resultados de aplicar los principios de momento lineal a la
particula tienen como resultado las dos ecuaciones siguientes:



N, sin @ = m(x +cos ) (1)
N, cos@—mg =—-mssind (2)

En el caso del plano inclinado M , las retricciones no permiten un movimiento vertical,
por lo que solamente hay que tener en cuenta los componentes horizontales del
principio de momento. El momento lineal horizontal es P. = Mx y la fuerza horizontal

que resulta sobre el plano inclinado es —N, sin . El principio de momento requiere:
—N,sin @ = Mx 3)

Si se elimina la fuerza de reaccidon N, de estas tres ecuaciones para conseguir dos

ecuaciones independientes se obtienen dos ecuaciones de movimiento para las

coordenadas generalizadas x y s.

(M +m)X+mcosbs =0

La ecuacion anterior se obtiene simplemente afiadiendo la Ec.(3) a la Ec.(1). Se
consigue una ecuacion independiente multiplicando la Ec.(1) por cosé, y multiplicando
la Ec.(2) por —sin# y después afiadiendo las dos para asi obtener:

mx cos @ +ms = mg sin @

Las dos ecuaciones anteriores se pueden escribir perfectamente como una ecuacion
matricial:

M +1 oosd T 0
T -
cosl 1 gsind

Problema 2. Un disco rueda por una superficie cilindrica. El dibujo de la figura 3
nos muestra un disco de radio » y masa m, que, comenzando desde la posicion indicada
por el circulo de lineas discontinuas rueda a través del angulo @ para llegar a la posicion
indicada por el circulo de lineas continuas. En la posicion original, el centro del disco
estaba situado en C en el eje vertical OY. Después de rodar a través del angulo € en la
superficie cilindrica, el centro del disco esta enC'.



X

Figura 3: el disco de radio » rueda por una superficie cilindrica fija de radio R.

Puesto que no hay deslizamiento, la longitud del arco A'B = r ¢ del disco debe ser la
misma que la longitud de la trayectoria A B= RE&. Esto implica que:

(a) La velocidad angular @ del disco es la velocidad de giro de una linea pintada en
el disco en relacion a una direccion de referencia fija. Considere la linea CA del
disco, indicada por un circulo de lineas discontinuas, en su posicion inicial. Una
vez que el disco rueda a la posicion indicada por el circulo de lineas continuas,

la linea se encuentra ya en posicion C'A’. En el origen esa linea era vertical, pero
ahora forma un dngulo @ + @ con la vertical.
La velocidad angular del disco es:

_d. o R4r
W_E[HJ—'_E}"I__' l‘j'

(b) Se puede obtener la energia cinética de un cuerpo rigido calculando el valor de
la siguiente formula:

KE = %:rm,'f_. + %I,; o (1)

donde v¢ es la magnitud de la velocidad del centro de masa C, y Ic es el
momento de inercia del cuerpo rigido aproximadamente en el centro de su masa.



. . . . 1
Para un disco solido uniforme de radio » y masa m, I, :Emrz. Se puede

obtener la velocidad del centro de masa C aplicando la siguiente formula
general:

—
o =1+ &% BC

que se aplica a dos puntos cualesquiera B y C sobre el mismo cuerpo rigido que
tiene una velocidad angular de rotacion @. En el presente caso, el punto B del
disco estd instantdneamente en reposo, por lo que v, =0, y la longitud del

vector BC es r, por lo que el vector v, tiene una magnitud r@ y esta dirigido

hacia los angulos de la parte derecha de BC. Si sustituimos v¢ = ro y

1
I.=—mr? enla Ec.(1) obtenemos:

.'—1 -I1.2 J-l Iz-.. 2_3 -I'\-2
KE = Emh W+ §[§1m Jow= = imh W)

Problema 3. Varilla que cae por efecto de la gravedad. En la figura 4 se muestran la
posicion inicial de la varilla y el marco de referencia inercial XOY con su origen O
situado en el punto inicial de contacto del extremo B de la varilla.

Figura 4: la varilla de masa m y longitud L se desliza por el suelo al caer.

La varilla se localiza completamente en las coordenadas x¢ e y¢ del centro de masa C

y del angulo @ que forma la varilla con la vertical. Sin embargo, estas coordenadas no

son independientes, puesto que, debido a la restriccion por la que el extremo B siempre
permanece en contacto con el suelo, es necesario que se cumpla siempre la siguiente
relacion:



L
Yo =7 cos

(a) El sistema limitado s6lo tiene dos grados de libertad. Un conjunto independiente
. : L

de coordenadas es xc y 6, con la variable dependiente  y. :Ecosﬁ. Otro

conjunto de coordenadas independientes es x¢c € y¢, con la variable dependiente

2yc

0 =cos™ . La siguiente operacion algebraica es algo mas sencilla con la

primera eleccion.

(b) Estudiamos el movimiento utilizando las coordenadas generalizadas x y 6. A
partir de los componentes de desplazamiento del centro de masa C,

L
Xe=X Yy Vo =Ecosé’
los componentes de la velocidad se obtienen mediante diferenciacion:
. . . L.
Xc=X € Y= —Eé’sm@

La velocidad angular de la varilla es @ =6 en el sentido de las agujas del reloj.

A continuacidn, estudiamos las fuerzas dibujando un diagrama de cuerpo libre
de la varilla en el que se indican todas las fuerzas que actuan sobre ésta. Véase la
figura 5.

Figura 5: la varilla se ve influida por la gravedad mg y la reaccion del suelo V.



No existen fuerzas horizontales que actuen sobre la varilla, por lo que se
conserva el momento horizontal. La varilla est4 en reposo cuando se suelta en ¢ =
0, lo que significa que el centro de la masa C no se desplaza horizontalmente
mientras que la varilla cae. La ecuacion de movimiento para la coordenada
generalizada x es:

I Lb‘i.‘llr L tant
— — = —_ una constante
2 G 4

Si se aplica el principio de momento lineal en la direccion vertical se obtiene la
ecuacion siguiente:

ny N—myg = %[*.rny.; )= —m—[ﬁ'ami%ﬂz oos )

N = m[g— % (f sin §+6° cos 0)]
- (1)

y si se aplica el principio de momento angular sobre el centro de masa C, se
obtiene lo siguiente:

_yhg g dHe _d. L2 L% -
T—Jﬁrzz-mlﬂ— 7 _df[ pwJ mpﬁ 12)

Si se elimina la fuerza de reaccion N entre las ecuaciones (1) y (2) se obtiene la
ecuacion de movimiento para la coordenada generalizada 6

2
m'% :-;:.ulﬁ’[———[ﬂ sin O-HP cos )] = m

G(1+3sin® )43 sin f cos ¢ = ﬁ% sin g
13)

(c) Inmediatamente después de soltar la varilla, la variable @sigue teniendo su
valor inicial 8(0)=7/6 y la velocidad angular w = 0 también sigue teniendo su
valor inicial ®(0) = 0. Si se insertan estos valores en la Ec. (3) se obtiene:

TP .
O)[L + 4] =3 T or  6(0) (4)

==



(d) El valor inicial de la fuerza de reaccion del suelo N se obtiene sustituyendo
los valores iniciales 6(0) = /6, 0(0)=0y 6(0) = %% en la Ec. (1) para
obtener:

1121, 4
—=1= =Ty
] i

[
ba ] —

N(0) =mg(1l —
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