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Problema 1. Péndulo montado sobre un soporte elastico. Este problema es un
ejercicio en la aplicacion de los principios de momento. Aqui se describen dos
soluciones posibles:

(a) El sistema consta de dos cuerpos rigidos en movimiento plano. Si no hay
restricciones habra seis grados de libertad. Sin embargo, el carro m se desliza
obligatoriamente a lo largo de la varilla, por lo que so6lo tiene un grado de
libertad indicado por el desplazamiento x. El extremo superior del péndulo M
esta forzosamente conectado al pivote B del carro, por lo que s6lo tiene un grado
adicional de libertad indicado por el angulo 6.
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Figura 1: coordenadas generalizadas x y 6.
Los desplazamientos del centro de masa C del péndulo se describen en relacion
al marco fijo de referencia XY, cuyo origen esta en el centro de pivote B.
L . L
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Los componentes del momento lineal del péndulo son:
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El momento angular del péndulo sobre su centro de masa es:
Ho = LW—.M (J'

Las restricciones del carro m no permiten que exista un momento angular o lineal en la
direccion Y. El momento lineal del carro en la direccion X es mx .

(b) Las ecuaciones de movimiento para las coordenadas generalizadas x y € se
obtienen aplicando los principios de momento a los adecuados diagramas de
cuerpo libre de las partes del sistema. En el primer enfoque, se escriben cuatro
ecuaciones de momento: dos coordenadas generalizadas y dos fuerzas internas
de reaccion. Las fuerzas de reaccion se eliminan después mediante manipulacion
algebraica para obtener dos ecuaciones diferenciales simultaneas para las
coordenadas x y € . En el segundo enfoque, se obtienen directamente dos
ecuaciones de movimiento para x y € seleccionando cuidadosamente cuerpos
libres y principios de momento. En el segundo procedimiento, es necesario
utilizar la ecuacion generalizada de momento angular:

(HTH + g % P oy
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que se aplica cuando el centro de momento en movimiento B no es el centro de
masa del sistema que se esté estudiando.

(1) El primer enfoque es mas directo pero puede conllevar una considerable
manipulacion algebraica. Cada masa del sistema estd aislada en
diagramas de cuerpo libre independientes y, existen tantas ecuaciones de
momento como componentes independientes de momento para esa masa.
En la figura 2 se muestran los diagramas de cuerpo libre para el carro (a)
y el péndulo (b). Observe que los componentes internos de la fuerza de
reaccion Ny T en el pivote B en (b) son iguales y opuestos a aquellos en
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Figura 2: diagramas de cuerpo libre.

La reaccion externa N; en el carro m se aplica mediante la varilla que
sostiene al carro. Si aplicamos el principio de momento lineal en la
direccion horizontal del cuerpo libre en (a) obtenemos:

dp. N .
T —2kr = — =mi 12)
dt
Dado que el carro no tiene momento vertical, el principio de momento
en esa direccion se reduce a una relacion de equilibrio,

Ni=mg+ N

que permite determinar la fuerza de reaccion externa una vez halladas las
fuerzas de reaccion internas. Después volvemos al diagrama de cuerpo
libre (b) de la figura 2 en el que tenemos tres componentes de momento:
horizontal, vertical y angular sobre C, y aplicamos el principio de
momento angular en la direccion horizontal para obtener:

dp; d L. A L - . . L
== = =M+ 50 c0s0) = M[i + S (foos 0 — ¢ sin )] (3)

A continuacion, aplicamos el principio de momento lineal en la direccion
vertical para obtener:
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N—-Mg= v d_[ﬂfﬁﬂmlﬂj = J{E[ﬁ'hmﬂ + P cos )
y el principio de momento angular sobre C para obtener:

T% cosd) — N% sinfl = d’;f = 111’.; ) (5)

A estas alturas tenemos cuatro ecuaciones [(2), (3), (4),y (5)] parax, 6, N
y T. Nos queda eliminar las fuerzas de reaccion internas Ny 7T de estas
cuatro ecuaciones para obtener dos ecuaciones independientes para las
coordenadas generalizadas x y 6. una de las ecuaciones se consigue
insertando 7" de la ecuacion (3) en (2) con el fin de obtener:

(M +m)i + 2kz + M%ﬁi cos ( — M%-f# sind = 0 (6)

Obtenemos una segunda ecuacion insertando los valores de 7'y N que
nos proporcionan las ecuaciones (3) y (4) en (5) para obtener, después de
una anulacion considerable:
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(i)

Las ecuaciones (6) y (7) son las ecuaciones de movimiento deseadas para
xy 0.

Una manera de eliminar las reacciones de fuerza interna es considerar
todo el sistema como un cuerpo libre. Las reacciones internas aparecen
en forma de pares iguales y opuestos fuerzas, por lo que no tienen ningun
efecto en la dindmica del sistema. En la figura 3 se muestra un diagrama
de cuerpo libre de todo el sistema:

hx X fex
— m (@B |fe—

Figura 3: diagrama de cuerpo libre del carro mas el péndulo.

La ecuacion que se obtiene aplicando el principio de momento lineal en
la direccion horizontal al cuerpo libre de la figura 3 es la siguiente:

2= Limitp) = Limdr Miz+Z0 00 0)
—2kr = (ﬁ[ﬂu +p) = T [+ M2+ 2&-{%!?_1]
= (M+m)i+M %[ 0 oos 0—(F sin 0)

que es equivalente a la Ec.(6) anterior.

Un segundo método para eliminar las fuerzas de reaccion internas Ny T’
consiste en volver al diagrama de cuerpo libre del péndulo M en la parte
(b) de la figura 2 y observar que estas fuerzas de reaccién no tienen
torsion sobre sus puntos de aplicacion B. Por tanto, consideramos que la
aplicacion de la ecuacidon generalizada de momento angular (1) es (b) en
la figura 2. La unica torsion ejercida en B se debe a la fuerza de la
gravedad.

75 = —Mg= sin 6.



El momento angular del péndulo sobre B es:
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y el término adicional en la Ec.(1) es:
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Por ultimo, insertamos estos términos en la Ec. (1) y obtenemos:

2 2.
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que es equivalente a la Ec. (7) anterior.

Comparacion de los procedimientos (i) e (ii). El primer método es directo, aunque
puede resultar complicado eliminar las fuerzas de reaccidon superfluas si el sistema
consta de numerosos cuerpos rigidos y s6lo unas pocas coordenadas generalizadas
independientes. En el caso del segundo método es necesario un analisis individual de la
geometria de cada nuevo sistema para asi identificar los cuerpos libres y los principios
de momento que no introducen fuerzas de reaccion superfluas. No es necesario utilizar
tantas formulas algebraicas, no obstante, cada vez que se emplea una ecuacion de
momento angular generalizada (1) es necesario calcular dos productos vectoriales: el

momento angular sobre el punto en movimiento B es H, = H.,. +BCxP y el término

adicional en (1) es v, x P. Dependiendo del sistema y de la propia experiencia, estos

calculos de producto vectorial pueden llevar mas, o menos tiempo que las eliminaciones
algebraicas necesarias en el primer procedimiento.

Problema 2. Estabilizacion del balancin. El balancin es un unico cuerpo rigido, pero
puede considerarse como un cuerpo formado por tres partes: dos formas semicirculares
de masa m; y una forma rectangular de masa m,, tal como se muestra en la figura 1.
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Figura 1: balancin formado por tres partes.

(a) La masa de la parte semicircular es phzR’ /2 y la de la parte rectangular

m, =2 phR*, por lo que la masa total del balancin es:

2
M =2m1+mz = phi(2- TTR?- +2R%) = phI(7 +2)

Igualmente, el momento de inercia total del balancin sobre su centro de masa C
es:

To=2L+ Is oy

donde /; es el momento de inercia de una de las partes semicirculares sobre C, y
I, el momento de inercia de la parte rectangular sobre C. Para la parte
rectangular, el centroide del rectangulo es el propio C, por lo que:

RE+ (2R 5

Is =ms T = j%ﬂi-_g.ﬁ-z = E,ﬂiu? | (2]

En el caso de las partes semicirculares, sus centroides C; estdn separados dle
centroide C del balancin por una distancia R/2+7, tal como se muestra en la
figura 2.



Figura 2: I; es el momento de inercia de la parte circular sobre C.

El calculo de I, es un ejercicio para utilizar el teorema del eje paralelo. A partir
de la figura 2 tenemos que:

I = f.-;.'| -|-ﬂi]|:-% —|':-'_1I'?J2

donde /. es el momento de inercia de la parte semicircular sobre su propio
centroide Cy, ¢ ¥ viene dado por 4R/37 . resulta bastante complicado calcular
I por integracion directa. Un procedimiento alternativo seria utilizar de nuevo
el teorema del eje paralelo para relacionar /. con el momento de inercia /,, que

se estudia facilmente y es el momento de inercia de la parte semicircular sobre el
centro O del circulo. El teorema del eje paralelo dicta que:

I, = I, + my T o Ig, = o — T TP

Ahora I, es una mitad del momento de inercia de un disco circular completo de
radio R y masa 2m, por lo que:

2 R?

I, = ['Eir;t]fj? =mi—-
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Trabajando hacia atras a través de las ecuaciones anteriores encontramos lo
siguiente:

R
Toy = mal—- — 74

y por tanto:

I =m1[¥ —:J_.rz—l—% —|—R?-|—E'_,'2_J =m1R2[_£1 + ===+ _—..I{J.Fi.ﬁ’l 13)



Por ultimo, insertamos las ecuaciones (2) y (3) en la (1) y obtenemos:

gm 2. D L 9w+ 26 y 9m+26 : o .
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Ie [_ (5 +3+ ﬁ] phIt 5 Phit 1 3) W R? = 0880 R®

(b) Si el balancin se balancea a través de un dngulo pequeiio lejos de la posicion de
equilibrio y, a continuacidn, deja de estar en posicion de reposo, las fuerzas que
actlian sobre €l seran las que se muestran en la figura 3.

Se puede observar que la fuerza de la gravedad Mg ejerce una molesta torsion en
el punto de contacto B. El equilibrio es inestable.

Figura 3: la posicion recta de equilibrio es inestable.

(c) Para derivar una ecuacidon diferencial que describa la respuesta &f) a la
excitacion f{¢), estudiamos primero el movimiento rotatorio (véase la figura 4).



Figura 4: diagrama de cuerpo libre del balancin en rotacion sin deslizamiento.

Debido a la restriccion por la cual no se produce deslizamiento, para describir
completamente la posicion del balancin solo es necesaria la inica coordenada
generalizada 6. Observe que el balancin se encuentra en posicion recta de
equilibrio cuando ¢ = 0. La distancia AB recorrida en el suelo durante el
rodamiento es igual al arco A'B=RE del balancin. Los componentes de
desplazamiento del centro de masa C son:

. I
J'=Rﬂ+§rﬁillﬂ ?I=R-|—;-£:*.nr;rﬂ'
2 y 2

y los componentes de momento lineral del balancin son:

P,=Mi= MR+ %& cosd) P, = Mij= —M%ﬂﬁmﬂ
2 y 2

El momento angular del balancin sobre su centro de masa C es:
He = Iow = 1o

en el sentido de las agujas del reloj. En la figura 4 se muestran las fuerzas que
actian sobre el balancin: la fuerza de control f{¢) y la fuerza de la gravedad Mg,
que actuan sobre el centro de masa C, y los componentes de la fuerza de



reaccion del suelo, Ny 7. A continuacion se detallan dos procedimientos para
obtener la ecuacion de movimiento:

(@)

En el primer procedimiento, se escriben tres ecuaciones de momento que
contienen las cantidades desconocidas 6, N, y T. A continuacion, se
eliminan las fuerzas de reaccion mediante eliminacion algebraica. Las
tres ecuaciones representan: el principio de momento lineal aplicado en
la direccion horizontal,

AP

FI+T=""% = M(R+ g-::w )0 — M%&* sin ¢ (4)

ot

el principio de momento lineal aplicado en la direccion vertical,

N—=Mg= %’5 =-M g[ﬁ' sin @ + &2 cos @) (5)

y el principio de momento angular aplicado sobre el centro de masa C (en
el sentido de las agujas del reloj),

dHe

R . R . -
Namlﬂ—TIR—F E(mﬂ_l = It 16)

Nos queda eliminar de estas tres ecuaciones las fuerzas de reaccion del
suelo Ny T. la Ec.(4) se resuelve facilmente para 7, y la Ec.(5) para N.
Cuando se insertan estos valores en la parte izquierda de la Ec.(6) se

obtiene una Unica ecuacion larga, considerablemente simplificada, sobre
la anulacion de términos proporcionales a sinfcosé, y utilizando la

identidad sin® @+ cos’ €. El resultado simplificado es:

= . 2 o )
[{e + ﬂﬂ#fi + cosd)]d — M’RTW sinf — M’g% snd = filt) R+ g costl) (T)

(ii)

Esta es la ecuacion de movimiento deseada.

En el segundo procedimiento sélo se aplica un principio de momento. A
partir de la figura 4 observamos no se introducirdn las reacciones del
suelo Ny T si se aplica el principio de momento angular sobre el punto

de contacto B. Puesto que B tiene una velocidad v, = ROu _, es necesario
utilizar la ecuacion generalizada de momento angular:

di - .
Z?JJ':FH-I-*HHXP (1)

La torsion sobre B es:



Zﬁf = — [t R+ %mm il — M yg sin ML,

El momento angular sobre B es:
Hy = Het BC xP
donde,
Be= grﬁinﬂhﬁ: + R+ g cos@)ily P = puil, + Py,
por lo que, ’

- _ o N S T
BC xP= [ﬂ,% sind— P (04 g cos ) ilz = ..-‘Lf:i'-'.’}[—tg sin ) — [R-i—% oos 0]l
Por consiguiente, el momento angular del balancin sobre B es:

Hp = —[lcb+ M Rilﬂ'?'['f—L + oos ) il
y su derivada es:

_dir ‘; £ — (e + MR [% + o0 0)]0 — MR sin 0}

El término adicional en la Ec. (1) es:

, . R
ﬂH = ﬁ = R&!TJ: = [H:ﬁ_}: +Rf“‘"f-'l == R’-‘:‘Rﬂ_l!'_z = _ﬂva'}z i‘ﬂ.'llmiz
Por ultimo, insertando estos términos en la Ec. (1) obtenemos:
—flt) :‘R+§ o8 ﬂ)ﬁz—ﬂ{_grg sind = —{[I +Mﬁ:2:'§+<m )]0 M R20% sin @ }-Mﬁ&‘-’ sin.

que es equivalente a la ecuaciéon de movimiento (7) obtenida mediante el
procedimiento del apartado (i).

[{c + M}#[‘i + cos )]0 — MR;W sin @ — Mg% sinf = f(t)I(R+ gmﬁ g1 (7)

(d) La ecuacioén diferencial no lineal (7) puede linealizarse en la proximidad de la
posicion de equilibrio & = 0 estableciendo que sind = 6 y cosd =1y
rechazando los términos de orden superior en @ y 6. Por ejemplo, el término
proporcional a 6”sin@ en (7) es un término de tercer orden si lo comparamos

con los términos de primer orden proporcionales a € y @, por lo que se omite en
la aproximacion lineal. La aproximacion linealizada a (7) es:



(I + IMI)I— My = 2 f) (5)

Observe que el coeficiente de @ se puede interpretar mediante el teorema del eje
paralelo como el momento de inercia del balancin sobre su punto inferior A’
mas extremo.

T
Iy =1Ip —l—ﬂﬂT,lg

la ecuacion diferencial linealizada en le dominio de tiempo se puede transformar
al dominio s de Laplace realizando las siguientes sustituciones:

d
0t) — O(s), fity— Fls), g F
y

la transformada de la Ec.(8) es:

o

u'- !."-"'2 -M _{i%-‘j@[;j = gp[q [El-]

y la funcién de transferencia de F(s) a ® (s) es:
_ B
o) 5

F(s)

Lys? — Mg

(e) La fuerza de control f{¢) es descrita en el dominio de tiempo como:

ity = K[dg(t) —0(¢t)]

En el dominio s se transforma en:
Fis) = K[Oy(s) — ©(s]] (10)

la fuerza de control se acopla al balancin insertando £(s) de la Ec. (10) en la Ec.
(9) para obtener:

3 - R n roe L;R - -

(st =M 95 )0(s) = K—-[04(s) — O(s)]

(Les? + K22 _ My20(s) = K o0(s)



La funcidn de transferencia desde el angulo deseado hasta el angulo de respuesta

real es:
IR
STEY _ K?
Ogls) Lys2 + j{% - M g%

Los polos de la funcidn de transferencia son las raices de la ecuacion:

(3K — M n']g

Ly

52 =

Si s* es negativo, los polos se ubican en el eje imaginario del plano s, y los
movimiento naturales del sistema son oscilaciones delimitadas. Sin embargo, si
s* es positivo, uno de los polos es real y positivo, lo cual indica que uno de los
movimientos naturales supone un crecimiento exponencial. El limite entre la
estabilidad y la inestabilidad esta en s* = 0, cuando la ganancia K tiene un valor:
=21
3

El sistema es inestable para valores inferiores de K, y estable para valores
usperiores.

Problema 3. Problema del valor propio.

Las ecuaciones de movimiento se obtienen aplicando el principio de momento lineal a
cada una de las masas sucesivamente. La tension kx; actia sobre la masa 3m en
direccion a la izquierda, y la tension k(x, —x,)lo hace en direccion a la derecha, por lo
que:
I rli‘ I . an
—bkry+ Elrs — 1) —_ S RN
il
La tension k(x, —x,) actia sobre la masa 2m en direccion a la izquierda, por lo tanto:

7 W L ¥ . W .
—Elrs — a1) —{ Qira ) = Ziniag
itf

(a) Estas ecuaciones se pueden escribir en forma matricial:

2k —k 1 Jm ) i _
- ) ) . Y
—k k g 0 2m ¥y
(b) Se espera que las vibraciones libres no amortiguadas tengan la siguiente forma:

i i o
A1t -+ )
A g



Cuando esta solucion de prueba se inserta en la Ec. (1), el resultado es el
problema de valor propio,

PR R L

para las formas de modo natural {a; a»}” y las frecuencias naturales .

(c) la solucidon analitica del problema de valor propio se obtiene desplazando todos
los términos de la Ec. (2) a la izquierda de la ecuacion,

N I B R

y estableciendo el determinante de la matriz en cero para obtener la ecuacion
caracteristica:

- —_ 9 . a4 . _ —_ 2 y /| I _— - a2 +
2k% — Thmw? + 6m2ut — k2 = k2 — Thimw? + 6m2w? = (k — mw?)(k — 6mw?) = 0

Las raices de la ecuacion caracteristica son los valores propios:

P | & ke
o A - y L :

Los modos naturales correspondientes se obtienen volviendo a sustituir los
. ) 1 k

valores propios en la Ec. (3). Cuando se inserta @/ :g— en la Ec. (3) el
m

resultado es el siguiente:

i I
[ —

3
E, i

i i i

b2

a9

—_ 5 T
- [}
3

lo que indica que la primera forma de modo puede representarse mediante el
vector modal:

az )y |

-
—
—

I

I
=
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K
(v

lo que indica que la segunda forma de modo puede representarse mediante el

vector modal:
[ ]_ - ]
r:‘g 2 ]

La matriz modal [GD] tiene los modos individuales en forma de columnas, de
forma que:
2/3 —1
D]
|

(d) MATLAB no se puede utilizar para dimensiones. Para utilizar MATLAB,

4

debemos transformar el problema del valor propio (2) en un problema
adimensional agrupando todos los parametros dimensionales en un parametro no
dimensional ¢ para obtener:

I S Y R

donde,

Para resolver el problema del valor propio con ayuda de MATLAB solo es
necesario introducirle las matrices no dimensionales [K] y [M] y, a continuacion,
teclear la orden [V, D] = eig(K, M).

A continuacion, incluimos la sesion completa de MATLAB:

rz2-1,;-111,; M=1030,;021:
D] = eig( K, M)
0.7071 0.5547

-0.7071 0.8321

1.0000 0
0 0.1667

Observe que MATLAB lista el valor propio mayor en primer lugar, lo cual es lo
opuesto a las convenciones generales de ingenieria que denominan al modo con la
frecuencia natural inferior el primer modo. Observe ademas que MATLAB gradua sus
vectores modales de forma que la suma de los cuadrados de todos los elementos sea
unitaria. Esto difiere de la tradicion en ingenieria de graduar el vector modal de forma
que el elemento mayor sea unitario.
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