Capitulo 4

Radiacion mediante cargas en movimiento

4.1 Potenciales y campos de una carga puntual en movimiento
La solucion general:
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parece como si fuese a proporcionar directamente el resultado para una carga puntual de la misma
forma que la solucion estatica. Para una carga puntual estacionaria p=¢gd(x—r), donde r es la
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posicion de la carga, ¢ = Z 9 par Abreviando, escribamos R = x —r. Uno puede pensar que para
TEy [X—T
una carga en movimiento ¢(x,t) = —Z [[1/R]], lo cual es erroneo. No nos hemos ocupado de los
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derivados, etc. de cantidades retardadas.
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Figura 4.1. Coordenadas vectoriales de carga y de punto de campo.

Vayamos con cuidado. La densidad de carga es p=(x,t)= qo(x—1(t)) y, ahora, se permite que r
varie con el tiempo, por lo que queremos que:
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donde aprovechamos el hecho de que la funcion delta es no cero unicamente donde su argumento es
cero, por lo que toda la contribucion a la integral procede del lugar en el que x"=r (¢"), que es donde
la particula esta en tiempo retardado, es decir:
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[Esto requiere una notacion autoreferencial, que es una de las razones por las que la escribimos
[[r]].]. A continuacion, tenemos que realizar la integral | S(x’—r(¢'))d*x . Esta no es unitaria, ya que
x" aparece dentro de r(¢") y x". La funcidn delta se define tal que:
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Pero, ahora, este argumento es y = X" — r (¢'). Necesitamos relacionar d°y con d°x” para la integral
que deseamos. Considere el gradiente de un componente:
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uesto que 7; es una funcion de ¢ pero no directamente de x']. Seleccione ejes tal que x' = (x/,x., x.
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con componente 1 en la direcciéon R = x — x". Entonces, el segundo término estd presente inicamente
r 4 r..!
para el componente X;, no para los otros dos (ya que son L para x — x"). Ademas, (V'x)) =0, . Por
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consiguiente:
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Por lo tanto:
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Escribamos:
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Entonces:
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Y, por ultimo:
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Exactamente mediante el mismo proceso, podemos obtener el valor correcto para cada componente
de Ay, en total (v=20r/or), j=qv5

Ax,t) %H:—Rﬂ ) (4.11)
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Figura 4.2. Integral de densidad de carga sobre una carga cuadrada en movimiento en tiempo
retardado.

Estas expresiones se denominan los potenciales de “Liénard-Wiechert” de una carga puntual en
movimiento. Puesto que el factor de correccion A es tan importante, y la literatura cientifica esta
regada de articulos erroneos, obtengamos el resultado de manera grafica. La integral retardada
| [[p]]d3x' se puede considerar como compuesta de contribuciones de una superficie esférica S que
barre hacia dentro en direccion al punto (de campo) de observacion x, a la velocidad de la luz,
llegando en el tiempo ¢. La carga que integramos es el valor de p cuando la superficie S pasa. Si
estamos tratando con una densidad de carga localizada, como se ilustra, la superficie se puede
aproximar como planar en la carga. Si la region de carga se mueve rigidamente a la velocidad v
hacia x, su influencia o contribucion a la integral aumenta, ya que para el momento que la superficie
S ha barrido de delante atras, la carga se ha desplazado. Por consiguiente, el volumen de la
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contribucién (en x) es mayor por el radio = de] Yotumen adicional ¥ volumendela carga ~ A 0¢ cantidad
L volumen de la carga

corresponde esto? ;Cudndo alcanza S la parte frontal de la carga? En el momento que S alcanza la
parte frontal:
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Figura 4.3. Instantaneas del momento que la superficie de integracion, S, cruza las partes posterior y
frontal de la carga.

L' = eAt =vAt+ L (4.12)
Por lo tanto:
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Por consiguiente, al igual que anteriormente:
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Observe que la velocidad transversal no hace nada y que las aproximaciones implicitas en considerar
S planar, se transforman en exactas para una carga puntual, con extension espacial — 0. La cantidad
K puede referirse también a la relacion de intervalos de tiempo, dt, con los correspondientes
intervalos de tiempo retardado, dt’.

T E 0 t—t E (4.15)
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Por lo que:
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Sin embargo:
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Por consiguiente:
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En sentido estricto, éste es el valor de & en tiempo retardado, cuando la superficie S pasa la particula
que se necesita aqui en el caso de que v esté cambiando.

4.2 Potencial de una carga puntual en movimiento uniforme

Un caso especial importante es cuando v = r = constante. Lorentz derivo su transformacion a partir
de la solucion retardada, que es la base de la relatividad especial. Tome ejes tales como v=vXx. Es
necesario que calculemos el potencial en x = (x, y, z) y supongamos que la particula se encuentra en
el origen en el momento que interesa, (¢ = 0). La parte complicada es simplemente calcular el tiempo
retardado ¢”y la posicion x’. Por definicion:
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Figura 4.4. Coordenadas de una carga en movimiento uniforme en x(7).

C'E 1-'r2 [ ma 1.'r'2 2 2 i ] l‘.—}[]l
Fi (r—r ) +y + =z (200

! [Feynman 21-6]



Reuna los términos:

La solucién:
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Este es el valor en el tiempo ¢ = 0. En cualquier otro tiempo ¢, la particula se encuentra en la posicion
x =vt, en lugar de en el origen, x = 0. Nuestra formula fue desarrollada para la particula en el origen.



Por lo tanto, para utilizarla, debemos desplazar el origen a x = v¢, lo que significa que simplemente
tenemos que reemplazar x en esta fébrmula con x — v¢. Por Gltimo, si sustituimos el resultado general
para k'R’ en la féormula de Liénard-Wiechert, obtenemos:

O (X, 1) i|[ ] ]] lq . ] (4.27)
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Observe como tenemos los comienzos de la relatividad. Conseguimos dependencia del potencial
electromagnético en las coordenadas espaciales que solamente pueden ser consistentes con la
férmula en el marco de referencia en el que la particula esta en reposo:
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si la coordenadas se transforman en:
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Esta es la (parte espacial de la) transformacion de Lorentz, incorporando la contraccion de Fitzgerald
en la direccion del movimiento. A continuacion, es necesario que reconozcamos también que existe
un potencial vectorial:
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Por lo tanto, el campo eléctrico tiene ambas contribuciones:
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E=-Vd— (4.31)

Para evaluarlas, indique mediante R " la cantidad en el denominador de ¢ y 4:
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[Observe que esto no es R’, el radio retardado]. Sus derivados son:
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Por consiguiente:
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Este es un excelente resultado. Demuestra que, a pesar que las contribuciones para que E surja de la
posicion retardada de la particula, la direccion de E es, de hecho, radial en sentido hacia fuera desde
la posicidn instantanea (es decir, no retardada). El campo E en ¢ = 0 se encuentra a lo largo del
vector del radio (x, y, z). El campo eléctrico no es exactamente el mismo que para una carga
estacionaria.

nsicion de particulas
X = vl

Posicion

retardada

, debil
I campo
tuerte




Figura 4.5. Las lineas del campo eléctrico de una carga en movimiento uniforme sefialan hacia el
exterior desde la posicidn instantdnea (no retardada), pero la resistencia no es simétrica.

El campo no es esféricamente simétrico, ya que es proporcional a:
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que la hace mas fuerte en la direccion perpendicular, y mas débil en la direccion paralela. El campo
magnético se puede obtener a partir de B =V AA reconociendo V A(fv) =—v AVf, si v es constante.
De ahi que, utilizando A = vg/c” :
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[la Gltima forma utiliza el hecho de que (A vy) % son paralelos a v, por lo que v A & Esta

expresion para el campo magnético se puede rescribir también, observando que E se encuentra en la
direccionde R, R AR=(t—-t)'VAR y t—t'=R'/c, porlo que v A E = (R'c/R") AE. En resumen:
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Una forma practica de considerar el resultado de que el campo eléctrico sigue siendo radial pero con
una distribucion esféricamente asimétrica, es pensar en lo que les sucede a las lineas de campo
cuando se ven el marco de referencia del laboratorio [componentes (x, y, z)] comparado con el marco
de referencia en el que la particula esta en reposo [componentes (x;, v1, z1)]. Resulta que el campo
eléctrico que hemos calculado es exactamente el que se obtendria suponiendo que la distribucion
esféricamente simétrica de las lineas de campo en el marco de reposo simplemente se comprime con
junto con el resto del espacio en la direccion x, a través de la transformada de coordenadas de la
ecuacion . Esta contraccion se ilustra en la figura .
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Figura 4.6. Contraccion del espacio que proporciona la distribucion de lineas del campo eléctrico de
una carga en movimiento.

Para una compresion unidimensional puramente geométrica como esta, los angulos entre la direccion
de Ry v (para los dos casos) se relacionan mediante:

tanxy = th/x1 —y/(ve) = (L/y)tany . (4.42)
~ =1/ (1 — ¥/ .
donde, £y . , por lo que:
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A continuacion, el elemento de un dngulo sélido, correspondiente al incremento de un angulo d y es
dQ=2zsinydy,y:
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Por lo que la relacion entre los angulos solidos correspondientes es:
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donde R = x* + ) + z*. Por lo tanto, si las lineas de campo se comprimen de esta forma puramente
geométrica, el numero de lineas de campo por angulo so6lido unitario, que es proporcional a la
intensidad de campo eléctrico, en el marco de laboratorio es igual al valor en el marco de reposo por

el factor dQ) /dQ=yR’ / R"™ . Por consiguiente, la comprensién geométrica conduciria a un campo
eléctrico:

g R vR?
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Esto es, precisamente, lo que calculamos directamente a partir de las ecuaciones de los campos. En
otras palabras, podemos considerar que el campo eléctrico asimétrico de la ecuacion surge de la
compresion del espacio correspondiente a la transformacion de Lorentz (ec. ).

Aqui no estamos recurriendo a la transformacién de Lorentz basada en un entendimiento de la
relatividad especial. De hecho, lo contrario es la situacion historica. La transformada de Lorentz fue
parte de la base anterior para el descubrimiento de la relatividad. Véase el andlisis sobre
electromagnetismo como base de la relatividad en Jackson 1998, pags. 514-518. Las ecuaciones de
Maxwell ya son totalmente relativistas. No necesitan rectificacion para efectos relativistas de la
forma que si la necesitan las leyes de Newton, por ejemplo. Por supuesto, el proposito es mas fuerte
que eso: las ecuaciones de Maxwell solamente pueden tenerse en cuenta cuando se aplica la
relatividad especial (es decir, las transformaciones de Lorentz y no las galileanas). Nuestro tiempo
no llega para cubrir la relatividad, pero tenemos que dedicar un tema especial para este fin, ya que
las ecuaciones de electromagnetismo ya son relativistas.

4.3 Campos de una carga generalmente en movimiento

Los potenciales de Lienard Wiechert proporcionan la solucion potencial general. De éstos podemos
obtener los campos generales E y B a partir de una particula en movimiento con velocidad arbitraria:
no solamente un valor de v uniforme. Puesto que los dos potenciales y campos dependen tnicamente
de los valores en tiempo retardado, nuestro célculo serd casi el mismo que para el movimiento
uniforme, a excepcion de que debemos utilizar el valor de v en ese tiempo retardado y justificar
posibles derivados de tiempo de v. Nuestras derivadas de ¢ y A atraviesan exactamente igual que
antes, excepto que el origen de las coordenadas se encuentra en el punto x” +v’¢"a lo largo de la
trayectoria proyectada de la particula si continuase y pasase el tiempo retardado con una velocidad
constante v’. [Aqui estamos considerando v como principal para recordar que éste es el valor
retardado que necesitamos].
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A continuacidn, necesitamos obtener los campos por diferenciacion. Obtenemos exactamente los
mismos términos que anteriormente, ademds de otros términos adicionales que surgen de la derivada
de tiempo de v. Podriamos realizarlo directamente teniendo en cuenta todas las contribuciones, pero
en su lugar, vamos a realizar un calculo vectorial comenzando con las formas de Lienard-Wiechert:

ol e Ll =
— : A-—— . 4.4
4meg [[h}i’ Amege? LR V=2
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E- V- = v S (1.50)
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De nuevo, es necesario tener mucho cuidado con los diferenciales. Para cualquier funcion f(x, 7),

VI f] Vi(xt— = ) (1.51
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Esta no es la misma situacion anterior. Entonces teniamos V', es decir, un gradiente respecto al la
posicion retardada, x’, manteniendo x y ¢ fijos. Aqui hablamos del gradiente w.r.t x, manteniendo ¢

fijo. Aplique la ecuacién anterior a la funcién |[x — x| que es, en sentido estricto, [[|x —r|]] o[[R]].

(4.52)

Obtenemos:
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Por lo tanto:
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Entonces, volviendo a la identidad general:
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De la misma forma:
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Si sustituimos R = |x — r| para f, tenemos:
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generalmente tenemos:
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En este momento ya tenemos las herramientas para evaluar E:
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Una vez teniendo todo dentro del operador de retardo, se puede proceder con el algebra como si x”
fuese fijo. En concreto:
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i
NikE) % — % (4.65)
0, o AR 18R R o
— (kR —_— -V - —.—
at ' At ¢ ot ¢ Ot
2 |
It (4.66)
¢

donde el punto indica aﬁ . Los términos en E son, entonces:
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0, utilizando las identidades vectoriales triples del producto, tenemos:
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El campo magnético es B = V AA, que mediante una identidad es directamente analogo al que
indicamos para el gradiente:
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Por lo tanto, por comparacion con nuestra expresion (4.63)) para E:
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Resumiendo nuestros resultados, los campos debidos a una carga puntual ¢ que se mueven con
velocidad variable v, tales que el vector del radio desde la carga al punto de campo es R, se pueden

expresar utilizando x =1- ﬁv/ ¢ de la siguiente forma:

o o (- F) e (0] e

Existen muchas formas diferentes para estas expresiones que resultan utiles para ilustrar distintos
aspectos de los campos de una carga puntual en movimiento. Para més informacioén acerca del

analisis de estos puntos, véase Jackson y Feynman.



4.4 Radiacion a partir de cargas en movimiento

4.4.1 Términos de campo cercano y de radiacion

La forma de E que obtuvimos se presentd de tal manera que tenia dos términos separados. El
primero de ellos no contiene v, mientras que el segundo es proporcional a v. Por lo tanto, el primer
término es exactamente lo que se obtendria para un movimiento uniforme v = 0 (aunque esto no
esta claro cuando se compara con muestra formula anterior expresada en coordenadas). Ademas,
1

— Y Estos factores

todo lo que hay dentro del paréntesis es adimensional R = Y, excepto L Y
c CcK c

K’R*
deciden el comportamiento de sus términos respectivos a grandes distancias de punto de campo, R.

A 1 [13 L 99 1 J . . 1
El término “estdtico” (constante v) es o =2 » pero el término v es o Por lo tanto, el vector de

Poynting es, respectivamente:

E/ H EE_...B EE(HR]}E)\&? o o (4.77)

Si preguntamos por el flujo total de potencia electromagnética a través de una superficie esférica que
se encuentra alejada de la carga, ese valor tiene una escala comun a la superficie del drea 47R* por E

A H. Por consiguiente, el flujo de potencia a Lz para el término constante v, y a 1 para el término
R

v. Por tanto, vemos que el término constante v da lugar a un flujo de potencia extremadamente
pequeio alejado de la carga, pero el término v da lugar a un flujo de potencia finito, incluso en el
infinito. Esta distincion nos exige que consideremos estos dos términos como el término de “campo
cercano’:

|
RE

E ~

v (4.7
y el término de “radiacion”:

E ~«—=v . (4.79)
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Una particula cargada solamente emite radiacion si se acelera.

4.4.2 Radiacion en un angulo sélido especifico

Habiendo identificado como el término de radiacion tGnicamente al término 1/R, no tendremos en
cuenta el otro término de campo cercano. Imagine, por tanto, una esfera de radio R rodeando la
posicion retardada de la particula. El vector de Poynting del término de radiacién es:



E 7B/ E ([[R]] E) Jeptg (E%"frpg) [[R]] - (E[[R]]) E/cpq

alnEE |[R]] ! (4.50]

en el que la ultima forma reconoce que el término de radiacion tiene a E como perpendicular a
[[R]]. Por consiguiente, la energia radiada cruza la esfera, normal a su superficie, con una
intensidad local (energia / unidad de superficie / unidad de tiempo) E 2/ cu,,y con E dado por el
segundo término de la ecuacion . Uno se interesa a menudo por la potencia radiada por unidad
de angulo soélido, O, sustentado por el area en el punto de radiacidon. Por definicién de angulo soélido,
una pequeda superficie de la esfera, 4, sustenta un angulo solido 4/R”. Por consiguiente, la potencia

por unidad de angulo solido es R2E*/cuo. El término adicional R* anula el R* que se encuentra en E-,
dejando una expresion independiente del radio de la esfera, R. Por convenio, podemos escribir la
potencia por unidad de angulo s6lido mediante la notacion siguiente:

4.4.3 Radiacion de particulas no relativistas : aproximacion dipolar
Las simplificaciones algebraicas considerables suceden cuando v/c<<1 vy, por tanto, podemos

iP  R*E* ¢ 1 .

dfl, clig dmeg dme

aproximar (ﬁ —v/c)= R, y k= 1. Entonces:

d P q2 | . : Vv 5 qz | v 2 .
R- -- R - _ & o g Y ) ] F ,‘_} '
dq, -li‘l‘ED-l?Ff| ( .f) | Ieg AT (,;) - (4.82)

donde « es el angulo que estd entre R, la direccion del angulo soélido (propagacion) y v, la
aceleracion. Se puede realizar facilmente una integracion de la potencia total radiada sobre toda la
esfera (todos los angulos so6lidos). Tomando la direccion de v como la direccion polar, la integral es
tal que:

d(l, — 2msine da . (.53

Por lo tanto, teniendo en cuenta que:
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obtenemos:
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Esta expresion para la radiacion total de una carga acelerada no relativista se conoce como la
formula de Larmor. A menudo, las expresiones no relativistas para Py dP/dC); se denominan
“aproximacion dipolar”, ya que corresponden exactamente a lo que se obtiene para la radiacion a
partir de una distribucion eléctrica de la oscilacion estacionaria de un dipolo a cuando el momento de
dipolo eléctrico, p, es tal que:

P qv . (1.86)

Por consiguiente, este patron de radiacion e intensidad es lo que se obtiene también de antenas
dipolares mucho més pequefias que la longitud de onda de la radiacion.

4.5 Radiacion de particulas relativistas

La expresion general para la radiacion por particula acelerada, sin recurrir a aproximaciones que
requieran v <<c, viene dada por la ecuacion (). Sin embargo, se debe hacer una distincion
importante en relacion a los debates sobre energia por unidad de tiempo entre las expresiones que se
basan en el tiempo en el punto de campo, ¢, como por ejemplo en la ecuacion (@), y expresiones
referidas al tiempo en la particula, tiempo retardado ¢°. Si deseamos saber cuanta energia irradia una
particula por unidad de tiempo en particula, que es lo que realmente queremos si deseamos calcular,
por ejemplo, a que velocidad pierde energia la particula, o, si deseamos calcular la energia total
irradiada por unidad de volumen, anadiendo la energia irradiada por todas las particulas en ese
volumen, entonces debemos multiplicar las expresiones de la energia por tiempo en punto de campo
por el radio dt/dt' = k. Esta conversion hara que la potencia de « en el denominador disminuya 1.

En lo sucesivo, deberiamos trabajar con tales expresiones de energia por unidad de tiempo en
particula e indicarlo mediante un primo en la potencia: P’. Atn asi, seguimos teniendo un factor &’
en el denominador de dP’/dQ). Este factor es el efecto mdas importante. Puesto que
K zl—fl.v/ c=1-fcos@, cuando tratamos con particulas que se mueven a casi la velocidad de la

luz, x se vuelve sumamente pequefio cuando & =0, es decir, para una radiacion en la direccién a lo
largo de la velocidad de la particula. Como resultado, la radiacién aumenta enormemente en este
sentido directo, efecto que a menudo se denomina efecto de “iluminacioén” relativista.

4.5.1 Aceleracion paralela a v

El caso mas simple desde el punto de vista algebraico es cuando vy v son paralelos. Entonces, la
radiacion es rotacionalmente simétrica alrededor de esta direccion, teniendo como tnica alteracion el
factor x, de la formula dipolar:
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Figura 4.7. Diagramas polares de la intensidad de la radiaciéon como funciéon de la direccion, con
aceleracion paralela a v, para distintos valores de =v/c. La velocidad se encuentra en la direccion
X.

La radiacion exactamente en el sentido directo @ =0 es cero, debido al término sin” @ . La radiacion
maxima se encuentra en la direccion 6, =1(2y) cuando S ~1. Aqui, y es el factor relativista

(1-v* / ¢*)"?. Ademas, la intensidad en esta direccién se vuelve demasiado grande a medida que /8
se aproxima a 1.

4.5.2 Aceleracion perpendicular a v

Vi

R

0™ v

/

Figura 4.8. Definicion de los angulos para radiacion cuando v es perpendicular a v.

Un caso incluso més importante se da cuando v y v son perpendiculares. Entonces, uno puede
obtener lo siguiente:
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donde Hes el angulo de R respecto avy ¢ es el angulo polar de R alrededor de v medido como
cero respecto a v. Esta distribucion es, asimismo, muy puntiaguda en sentido directo para S ~1,

teniendo una extension tipica de medio angulo de aproximadamente —.

v
coagd = O coap = O coagd = 0
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Figura 4.9. Diagramas polares de la intensidad de radiacion como funcion de la direccidon, con
aceleracion perpendicular a v, para el caso en el que R se ubicaenel planodevy v Av.

4.5.3 Potencia total radiada
La expresion general () se puede integrar por angulos sélidos mediante métodos elementales,
aunque tediosos, para obtener:

qf 0 [ 2 v v 2
dme, e s r r
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r . ] -\.E

2 9 AN vV vV
q_;ﬁﬁ (_) _ (_‘_) 1 (1.80)
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cuya primera forma obtuvo Lienard (1898). Estas dos formas alternas son practicas para obtener la
potencia cuando v es paralelo a v:
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y v es perpendicular a v:

2 9 52
;@ 20 o
F ITeg 3c ez (4.91)

Estas expresiones proporcionan una importante informacioén cuantitativa acerca de la tasa de pérdida
de energia por una carga que experimenta una aceleracion. Lo primero que observamos es que una
carga nunca podria acelerarse a través de la velocidad ¢, ya que y > —1 en £ — 1y, por tanto, se



emitirian infinitas cantidades de radiacion. Esta observacion es bastante independiente de la teoria de
la relatividad de Einstein, que demuestra que la masa se vuelve infinita cuando £ — 1. Por lo tanto,
cuando Lienard obtuvo esta expresion en 1898, ya podria haber deducido que una carga no podia
acelerarse mas alla de v = ¢. En segundo lugar, comparemos la tasa de pérdida de energia radiactiva
con la ganancia de energia procedente de una fuerza electrostatica de aceleracion.

Escriba el campo como equivalente al campo que se encuentra a una distancia » de una carga Zg, de
tal forma que la aceleracion represente el aumento de masa relativista:

VA
Amen rimaony

(4.92)
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Figura 4.10. Comparacién de la pérdida de energia radiactiva con la ganancia de energia a partir de
la fuerza durante la aceleracion debida a una carga cercana.

Si suponemos que v es paralelo a v, la tasa de pérdida de radiacion es:

QB 9 Z_.?qA | ﬁj.i
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dmeg 3¢ (dmeg)” Tt mi

(.93

Esta serd igual a la tasa de ganancia de energia por la aceleracion, concretamente:

Zg* v

dmep r?

cuando:

o (4.894)
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En este caso, la parte izquierda corresponde a la energia potencial de la carga y la parte derecha es
un factor de raiz cuadrada por la masa de reposo de la carga (expresada como energia). Para
particulas modestamente relativistas, cuando podemos tomar un factor de raiz cuadrada como unidad
de ordeno, vemos, por tanto, que la radiacién solamente comenzaria a tener un efecto importante en



relacion a la aceleracion paralela cuando, por ejemplo, un electrén esté en un pozo potencial a una
profundidad ~ m,c> =511 keV. Si recordamos que la energia de enlace de un dtomo de hidrégeno es
solamente 13,6 eV, esto Unicamente podria tener lugar en la mas exdtica situacion (por ejemplo,

armazones internos de elementos pesados). Por supuesto, esas situaciones tendrian que tratarse
realmente en la mecdnica cudntica. Ademds, estos campos eléctricos inmensamente fuertes

(~10°° V/m) ni siquiera se abordan en los aceleradores actuales. Por lo tanto, la radiacién causada

por la aceleracion paralela a v, como por ejemplo en un LINAC, no se suele tener en cuenta.

Sin embargo, si v es perpendicular a v, la ganancia de energia de orden inferior mediante
aceleracion es cero. Comparado con esto, la radiacion podria ser muy importante. En el campo de
fuerza atomico,

2 2 4 2
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y la energia cinética clasica en una Orbita circular de radio 7 es:
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Figura 4.11. La radiacion de una particula que se mueve en una Orbita circular surge de su
aceleracion perpendicular.

De ahi que la energia orbital se irradie con una constante de tiempo caracteristica:
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donde 7 es la energia de enlace de la particula en esta orbita circular. Para una orbita circular
“clasica” de un atomo de hidrogeno, /= 13,6eV,Z=1yr=ay =529 x 10 'm (el radio de Bohr)
obtenemos T = 1,5 x107°. Por consiguiente, la tasa de pérdida de energia por un electrén en una
orbita “clasica” de Bohr es tal que el electron giraria en espiral entrando en el nicleo en unos pocos
nanosegundos. Por supuesto, este era uno de los problemas clave con electrodinamica clasica que la
fisica afronto a principios de 1900, lo que dio lugar al descubrimiento final de la mecénica cuantica.

Podemos preguntarnos también, como una cuestion inmediatamente practica, a qué velocidad irradia

energia una particula al ser acelerada por un campo magnético, por ejemplo, en la orbita circular de
un ciclotron. En este caso, la aceleracion es v =v* /d , donde d es el radio de la orbita. Por tanto, la
potencia radiada es, a partir de la ecuacion ():

) ¢ 2 vty > 2c B! oo,
= ~ = ‘ (4.09)
Amep 3e c2rd ! Ameg 3 12

Por lo tanto, para una particula relativista (£ =1), la potencia aumenta proporcionalmente a la cuarta

potencia de la energia (y*) y la pérdida de energia por 6rbita para los electrones que se mueven con
un radio de curvatura » se puede escribir numéricamente de la forma siguiente:
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Esto equivale a una limitacion muy importante para los anillos de almacenamiento de electrones y
los aceleradores por encima de unos pocos GeV de energia. Jackson (pag. 668) menciona que el
sincrotron de electrones de Cornell, con » = 100 metros, tiene una pérdida de 8,8 MeV por vuelta a
10 GeV. El anillo de almacenamiento del acelerador Bates del MIT est4 disefiado para contener una
energia de hasta 1 GeV. Con un radio de curvatura de 9,1 m., la pérdida es de 9,8 keV por vuelta,
que se compensa con una etapa de aceleracion dentro del anillo.

4.6 Dispersion de la radiacion electromagnética

4.6.1 Dispersion de Thomson
Hemos observado que una carga acelerada no relativista irradia, segiin la ecuacion :

dP 2 v 2
q | (l) sinfa (4.101)
(e dmeg dme \ e '

donde « es el angulo que se ubica entre la direccion de radiacion y la direccion de la aceleracion, v.
Si la aceleracion surge de un campo eléctrico E;, entonces:



v 1g, (1.102)
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Por lo tanto, la potencia irradiada por unidad de angulo s6lido a partir de un unico electrén se puede
escribir de la forma siguiente:
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La combinacion de parametros surgidos en la tltima forma de esta ecuacion tiene las dimensiones de
longitud y se denomina el radio cléasico de electron.
a
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Un campo eléctrico estacionario no dara origen a la radiacion que es especialmente interesante, pero
si por el contrario el campo eléctrico oscila, dard origen a la radiaciéon que estd a una frecuencia
correspondiente.
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Frentes de onda incidentes
Figura 4.12. Esquema del proceso de dispersion de Thomson.

El caso mas elemental que se puede considerar es aquel en el que el campo eléctrico varia de forma
sinusoidal con una frecuencia angular @. Esta es exactamente la situacion que surge cuando una
particula cargada, como por ejemplo un electrén, experimenta el campo eléctrico oscilante de una
onda electromagnética incidente a una frecuencia @ . En esta situacion, hablamos de “dispersion” de
la onda incidente por el electrén. Este proceso de aceleracion de un electron libre por una onda
incidente y la reradiacion de una onda en otras direcciones se denomina dispersion de Thomson.

A continuacion, el vector de Poynting, cuya magnitud indicamos, proporciona la potencia
instantanea por unidad de superficie de la onda incidente:



' ] o ] -
si — |EAB/py| — —E; — eegE} (1.105)
iy

Evaluamos la magnitud en tiempo retardado ¢ (es decir, en el tiempo necesario para que se origine la
radiacion en el punto de campo en un tiempo posterior #). Por lo tanto, la potencia dispersada de un
electron por unidad de angulo sélido se puede escribir de la forma siguiente:

d P .
a0 rg sin o S . (4. 106)
@il

La seccion transversal diferencial de dispersion (de energia) es el radio de dP/dC) hasta la densidad
de potencia incidente s;,. Se puede verificar rapidamente que esta definicion concuerda con la
definicion estdndar de una seccion transversal, que deberia indicar que el numero de colisiones por
unidad de longitud es igual al producto de la seccion transversal y la densidad de los objetivos. En
este caso, los “proyectiles” estd representados por la energia incidente de la onda. Se puede
considerar que los proyectiles tienen una densidad de flujo proporcional a la densidad de flujo de la
potencia de onda, s;. Una opinidn alternativa seria considerar esta seccion cruzada como el area a
través de la cual la densidad de flujo de una potencia incidente tendria que fluir para poder originar
la potencia dispersa. La seccion transversal es:
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donde aes el angulo ubicado entre la direccion de dispersion y el campo eléctrico (es decir, la
direccion de polarizacion) de la onda incidente.

Al integrarse esta expresion sobre todos los dngulos dispersos se obtiene la seccion transversal total
de la dispersion de Thomson:

o= —r . (4.108)

Si el electron es estacionario, aparte de la oscilacion que la onda le transmite, la radiacion dispersa
tendra exactamente la misma frecuencia (en esta aproximacion clasica) que la onda incidente. Sin
embargo, si el electron estd en movimiento anteriormente a su perturbacién causada por la onda
incidente, habrd un corrimiento doppler de la frecuencia dispersa por dos razones: la primera porque
el electron en movimiento experimentard la onda incidente a una frecuencia distinta y, la segunda
porque su radiacion tendra el efecto de corrimiento de doppler en el observador. Estos dos efectos
proporcionan una frecuencia dispersa @, relacionada con la frecuencia incidente @ ; mediante:
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donde k; y k; son los vectores de onda de las ondas incidente y dispersa respectivamente, cuyas
magnitudes son: k, =@ /c y k,=o,/c, y los sombreros indican los vectores unitarios. El

numerador y el denominador de la forma fraccional para @, representa los dos corrimientos de
doppler a los que acabamos de referirnos. Esta relacion de uno a uno entre la frecuencia dispersa y
el componente de la velocidad del electron a lo largo de la direccion k; — k; es de gran ayuda en las
aplicaciones de diagnoéstico del plasma. La distribucion de la velocidad de los electrones se revela
directamente en el espectro de la luz dispersa de Thomson.

4.6.2 Dispersion de Compton

Una aproximacion implicita en nuestro tratamiento de la dispersion de Thomson es que todo lo que
hace la onda incidente es provocar que el electron oscile y que este movimiento oscilatorio se afiada
a un movimiento anterior, que de lo contrario quedaria imperturbable. En otras palabras, una vez que
ocurre la dispersion, el electron permanece o estacionario o en movimiento a la misma velocidad que
antes. [En lo sucesivo en esta seccion consideraremos que el electron es estacionario antes de la
dispersion para simplificar]. Pero, realmente esto no puede ser cierto, ni siquiera en una imagen
clasica ya que sabemos que los campos electromagnéticos transportan momento. Por lo tanto, si la
onda es dispersa, modificando su momento, el momento del electrén también debe modificarse para
asi conservar el momento total.

El efecto clasico se puede calcular facilmente. La radiacion dispersa tiene momento cero de media
por la simetria de la simetria angular de dispersion del sin’c. Por lo tanto, el momento que se
imparte al electron es exactamente el de la radiacion incidente. En la seccion vimos que la

densidad de momento de los campos electromagnéticos era igual a 1/¢* veces la densidad de flujo de
energia. La fuerza que la radiacion incidente ejerce en el electron es igual a la seccion transversal
multiplicada por la densidad de flujo de momento, que es ¢ veces la densidad de momento. Por lo
tanto, esta fuerza es:

. f [ a | f \
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En esta imagen clasica existe una presion de radiacion que se aplica sobre una superficie igual a la
seccion cruzada de Thomson del electron, que, de forma constante, la empuja en la direccion de la
radiacion incidente.

Sin embargo, la mecénica cuantica nos ensefia que la radiacion electromagnética no es regular ni
infinitamente divisible. En su lugar, toma la forma de fotones cuya energia es %@ cuando la
frecuencia angular de la radiacion es @ . Si el tamaino del foton, la energia cuédntica, es muy inferior
a las escalas de la otra energia del problema, entonces se puede aplicar el limite clasico que se
discutié anteriormente, a menos que la energia del foton sea grande con lo cual no se podria aplicar.
De hecho, aqui la cuestion crucial es el momento del fotdn, pero éste se puede relacionar con la
energia y compararse con el resto de la energia del electron (moc® = 511 keV), como veremos. Por
tanto, la imagen cudntica, es que cada foton individual al encontrarse con un electron libre, puede
rebotar en un evento de dispersion. Cuando sucede asi, al momento de foton se modifica, asi como



también el momento de electrén para satisfacer la conservacion. Como consecuencia, para fotones
energéticos (momento grande), incluso un electrén inicialmente estacionario retrocede de un evento
de dispersion con momento sustancial. Este retroceso conduce a una reduccion de la energia, y por
tanto de la frecuencia, del foton disperso, que dependera de la direccion en la que se disperse.

Todo lo que se necesita para relacionar el desplazamiento de energia con el angulo de dispersion es
la cinematica del problema, la conservacion de la energia y del momento. La dispersion tiene lugar
en un plano de dispersion. Supondremos que el foton se dispersa a través de un angulo 8y que el
electrén retrocede en una direccion en un angulo ¢ con la direccidn inicial del foton. Tenemos que
realizar el problema de manera relativista y para ello recurrimos a la relacion relativista general que
relaciona la energia con el momento:

E ,lr,f"lpgcﬂ Fmge? )2 (4.111)

Indicamos el momento final del electron mediante p, la energia del foton antes y después de la
colision de dispersion mediante £ y & ', respectivamente. Por lo tanto, el momento del fotén es & /c
(a partir de la relacion de energia anterior o de nuestro conocimiento acerca de la relacion entre le
flujo de energia y el momento de los campo electromagnéticos).

Retroceso .-

Foton incidente

disperso *-

Figura 4.13. Geometria de dispersion de Compton en el plano de dispersion.

Por tanto, escribimos los dos componentes de la conservacion de momento paralelos:
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y perpendiculares:
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al foton incidente, y la energia de conservacion:



£+ mpc? = &' VPRt (mpc? ) (4.114)

Suprimimos ¢ separando los términos ¢ en las ecuaciones 4.112| y 4.113| elevando al cuadrado y
sumando para obtener:
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A continuacidn, suprimimos el momento p elevando al cuadrado el término de la raiz cuadrada de la

ecuacion para obtener:

2 9 D ol
& )

pe 2mpe”| — £ (4.116)

y restando de ¢? por la ecuacidn anterior, obtenemos:

0= EE(1 —cosb) —mot(E— &) . (4.117)
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Esta es la ecuacion que relaciona la reduccion de energia del foton con el angulo de la dispersion del
foton. Es mds corriente escribirlo en una forma que gobierne la longitud de onda del foton

A=2rc/w=hc/¢e y utilizando 1-cosé =2sin’ 6/2,
, h . 50
A— A —‘_;'HLIJEG ] (4. 115]

que expresa el “corrimiento de Compton” de una longitud de onda en término de la “longitud de
onda de Compton” del electron, 4, = h/ myc=2,426x10""m. La longitud de onda de un fotén es
igual a la longitud de onda de Compton cuando su energia es igual al resto de la masa del electron,
m,c’ =511keV . Por lo tanto, el corrimiento de Compton solamente es importante para rayo-X muy

energéticos y para rayos- y .
La energia del foton disperso es:
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y la energia que pierde el foton y, por tanto, la ganada como energia cinética es:
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Figura 4.14. Variacion angular transversal de la dispersion de Compton [a = 5/ mecz} .

La seccion transversal para esta dispersion debe reducirse a la seccion transversal de Thomson a baja
energia fotonica. En primer lugar, se calculd utilizando la mecanica cuéntica relativista (1928) de
Klein y Nishina, poco después de la formulacion de las ecuaciones cuénticas relativistas para el
electrén de Dirac, prediciendo el giro y los estados de energia negativa. Uno de los primeros triunfos
de la teoria de Dirac fue el acuerdo de la seccion transversal de Klein-Nishina con los experimentos.
Para una radiacion no polarizada, la seccion transversal diferencial para la dispersion de fotones (que
es distinta de la seccion transversal de dispersion de energia en virtud del desplazamiento de la
energia de fotones) por unidad de angulo solido es:
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De esta forma, se puede verificar la reduccion de la seccion transversal de Thomson a baja energia
fotonica, tal que &'/ — 1, mediante integracion de la formula de Thomson formula sobre todas la
direcciones de polarizacién posibles de radiacién incidente. A alta energia foténica, &>m.c’, la
prodifusion o dispersion a bajo angulo tiende a dominar la seccidn transversal, ya que el término
(&'/£)’ se vuelve pequefio a angulos més grandes; aunque para esos protones que retrodispersados
0 ~180°, pierden practicamente toda sus energia contra los electrones y retienen Unicamente
&' —>mc’ / 2. La figura muestra los diagramas polares de la seccion transversal a distintas
energias.

El proceso de dispersion de Compton es un mecanismo de atenuacion dominante en el ambito de
energia de fotones de 1 a 4 MeV. A veces resulta util distinguir entre la seccion transversal para la
dispersion de un foton, indicada anteriormente, y la aquella para la supresion de energia de un haz de

fotones, que es igual al producto de la seccion transversal de dispersion y el radio de pérdida de
energia para la energia fotonica inicial. En ocasiones, este ultimo se denomina la seccion transversal



de “absorcién” de Compton, ya que representa la tasa de transferencia de energia desde los protones
hasta los electrones dispersos de Compton. En cualquier caso, la atenuacién de una corriente de
fotones de intensidad 7 estd gobernada por la ecuacién diferencial siguiente:

dl
df
donde o es la seccidn transversal por electroén y se ignora el hecho de que Z electrones estén unidos

a cada 4atomo, ya que la energia fotonica es bastante superior a la energia de enlace del electron. Las
soluciones a esta ecuacion son exponenciales (o exp(—n,0¢) con longitud inversa de decaimiento,

—n.ol — —Zn;al . (4.122)

denominada el “coeficiente de atenuacion’:

Figura 4.15. Coeficientes de atenuacion de foton para el plomo. [Evans]

Puesto que la proporcion de masa en relacion a la carga de la mayoria de los niicleos es muy similar,
entre 2 y 2,8, la mayor atenuacion surge de la mayor densidad de electrones, que corresponde a la
mayor densidad de masa. De ahi que, por ejemplo, el plomo tenga uno de los mayores coeficientes
de atenuacion.

La figura muestra todos los coeficientes de atenuacion (angle-integrated) de Compton y los
coeficientes de absorcion fotoeléctrica y de produccion de pares. Analizaremos estos ultimos
procesos mas adelante. Dado que la atenuacion de Compton es simplemente el producto n.o se
puede realizar a escala en cualquier otro material multiplicando por la proporcion de densidades de
los electrones, es decir, (para los elementos) por la cantidad siguiente:

-4|:u|nmn £ otro Zu:utru:u
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donde p es la densidad de masa, 4 es el peso atomico y Z el nlimero atomico.



