Capitulo 3
Dinamica de los campos electromagnéticos

3.1 Corriente de desplazamiento de Maxwell

A principios de 1860, durante la guerra civil americana, la electricidad que incluia la induccion
estaba bien establecida desde el punto de vista experimental. Existia una gran disputa acerca de la
teoria. Los campos enfrentados estaban divididos en dos:

e Los partidarios de la accion a distancia.

e Los partidarios de la teoria de campo.

James Clerk Maxwell, que apoyaba firmemente la teoria de campo, invento6 las analogias mecéanicas
para el comportamiento de los campos a nivel local en el espacio y como eran transportadas las
influencias magnéticas y eléctricas a través del espacio por dientes invisibles de circulacion. Al ser
un matematico consumado, formulé también ecuaciones diferenciales para describir los campos.
Siguiendo la notaciéon moderna, en 1860 se habrian leido de la forma siguiente:
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La genial ocurrencia de Maxwell fue darse cuenta de que este conjunto de ecuaciones era
inconsistente con la conservacion de la carga. En concreto, el problema radica en la forma casi
estatica de la ley de Ampere. Si tomamos su divergencia:

V. = V. (VAB) =0 (3.2)

(dado que la divergencia de un bucle es cero). Esto es correcto en el caos de una situacion estatica,
pero no funciona para una situacion de variacion del tiempo. La conservacion de una carga en casos
dependientes del tiempo es la siguiente:
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El problema se puede solucionar afiadiendo un término extra a la ley de Ampere, ya que:
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Por lo tanto, la ley de Ampere solamente es consistente con la conservacion de la carga si realmente
se va a escribir con la cantidad (j + £,0E/dt ) reemplazando a j, es decir:
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El término £,0E/0¢ se denomina corriente de desplazamiento de Maxwell. En aquella época no

existian pruebas experimentales de este término. AUn asi, como observdo Maxwell, las ecuaciones lo
requerian. La suma hace que las formas sin fuente (donde p y j son iguales a cero) sean
perfectamente simétricas:
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Esto significa que un campo cambiante B induce a un campo E (induccion), pero, a su vez, un
campo cambiante E induce a un campo B. El término extra también es responsable de las ondas
electromagnéticas, como veremos en breve. A pesar de la elegancia de las ecuaciones de Maxwell,
¢éstas no disiparon la polémica. Las ecuaciones se pueden escribir en la forma integral, parecido a lo
que deseaban los partidarios de la accion a distancia. Sin embargo, lo que ahora se ha hecho mas
evidente es que la accion no podia considerarse instantanea. Ademas, las ondas electromagnéticas no
se detectaron de manera inequivoca hasta 23 afios mas tarde.

3.2 Dinamica de campo, energia y momento

3.2.1 Introduccion
Suponga que tomamos un condensador y lo cargamos utilizando una alimentacion eléctrica.
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Figura 3.1. La energia obtenida de la alimentacion eléctrica durante la “carga” de un condensador o
una bobina de inductancia se almacena en el campo electromagnético.
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Durante el proceso de carga fluye una corriente / que es V' = @ cualquier potencial instantaneo:

d
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Por lo tanto, la alimentacion eléctrica no funciona a una velocidad 7V (por segundo) y el trabajo total
realizado es:
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(Doénde ha ido a parar toda esta energia? Respuesta: al campo eléctrico. El campo E dentro del

condensador almacena energia con una densidad de energia volumétrica que debemos calcular. A
continuacion, considere la carga de una bobina de inductancia con una autoinductancia L.

. dl . . . ' LI

V- LS. Trabajo realizado / VIdt j LIdl = =5~ (3.10)

i . )

(Donde ha ido esta energia? Al campo magnético.

3.2.2 El teorema de Poynting: conservacion de energia

(Como podemos saber, o demostrar, que los campos electromagnéticos almacenan y transportan
energia? Formalmente, a partir de un teorema derivado de las ecuaciones de Maxwell. La disipacion
de energia es la velocidad de realizacion del trabajo de los campos en las particulas. La energia se
transfiere de los campos a las particulas (y, después, es a menudo transformada en “calor” mediante
alglin proceso aleatorio). El campo magnético no funciona en las particulas debido a que F L v. La
velocidad con la que el campo magnético realiza un trabajo en una unica particula es:
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La velocidad media de realizacion del trabajo en todas las particulas en un volumen ¥ es:

jin V

por lo que la velocidad de trabajo para un volumen elemental dV, tal que E se puede tomar como
uniforme a través del volumen es:
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donde 7 es el nimero/volumen unitario = densidad. La media <qnv> es simplemente la densidad de

corriente, j. De ahi, que la velocidad (es decir, la potencia) de disipacion de energia (= trabajo
realizado en particulas) por volumen unitario sea:

E.j (314

[Por supuesto, esta es una forma localizada de la ecuacion del circuito P = VI]. Tenemos la densidad
de la velocidad de disipacion de la energia, E.j, pero, a continuacidon, podemos expresarla en cuanto
a los campos utilizando la ley de Ampere:
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A continuacién, convertimos la forma del primer término, E.(V AB), utilizando una identidad
vectorial:

VIEAB BIVAE —E AV ADB) (3.16)

Por lo tanto:
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Posteriormente, utilizando la ley de Faraday V A E = —0B/0¢ , tenemos:

l OB 51D
E.j o {‘T (E/B) | Bd_ | #DEDEJ_} (3.18)

Observe que si hubiésemos utilizado los campos auxiliares D y H (que en vacio son D = €yE y H =
B/uo), habriamos obtenido:
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que es totalmente equivalente en el vacio, pero ligeramente distinto para los medios magnético y
dieléctrico, ya que la contabilidad de la energia esta hecha. Observe que esto se puede escribir (para
el vacio) de la forma siguiente:
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Aunque puede no resultar obvio, esto se presenta ahora en la forma de una ley de conservacion de la
energia. El significado fisico puede ser obvio si se considera un volumen arbitrario ¥, con una
superficie 4:
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Esto indica que la tasa total de trabajo en las particulas en ¥ es igual a menos la velocidad de cambio
de la integral sobre V de:
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menos el flujo del vector E A B/ a través de la superficie A4.

s = E~B/,

Figura 3.2. Integral del flujo de Poynting sobre la superficie de V.

Fisicamente, esto indica que %[Bz/ ,u0+goE2} debe ser considerada la densidad de energia

electromagnética en el volumen V'y la cantidad E A B/ Mo debe ser considerada a su vez la densidad

del flujo de energia (a través de cualquier superficie). s = E A B/u=E A H se denomina “el vector

de Poynting”. Si escribimos la densidad de energia w = % [BZ / Uy +EE 2], el teorema de Poynting

seria:
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La identificacion de la densidad de energia de campo y de la densidad de flujo de energia es de gran
importancia. Incluso hoy en dia, solemos pensar en la potencia eléctrica como algo que transportan,
de algin modo, los cables conductores. Pero si entendemos el teorema de Poynting y la teoria
electromagnética, nos damos cuenta de que la potencia es transportada por los campos, tal y como se

representa en E A B/, y no por los electrones del conductor, aunque éstos si son portadores de
corriente.

3.2.3 Conservacion de momento
La velocidad a la que los campos transfieren momento a las particulas es igual a la fuerza
electromagnética g (E + v A B) y la densidad de fuerza es:

f=pE+jrDB . (3.25)

Utilice las ecuaciones de Maxwell para eliminar py j a favor de los campos siguientes:
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A continuacion, los dos ultimos términos se pueden escribir como la divergencia V. T de la cantidad
de un tensor:
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donde I indica el tensor unitario. En notacion por sufijos:
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T se denomina el “tensor de tension de Maxwell”. Asi, la ecuacion de fuerza (conservacion de
momento) se transforma en:

f— ——(qEAB) | V.T (3.30)

at

que se encuentra, como el teorema de Poynting, en forma de conservacion. Al igual que
anteriormente, el significado fisico se observa mediante la integracion sobre un volumen, hallando
que:
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es la densidad volumétrica del momento de campo, y T la fuerza por unidad de superficie en un
area, es decir, la tension. Por consiguiente, los campos electromagnéticos transportan una densidad

. 1 . . , N
de momento equivalente a — veces su densidad de flujo de energia, donde hemos utilizado el hecho
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Si nos concentramos en E y B y dejamos todas las cargas y corrientes explicitas en py j, excluimos
toda la energia “mecénica” y el momento asociados, por ejemplo, con el movimiento o la
polarizacion de atomos o de sus partes constituyentes. (Aunque esa energia o0 momento deben ser
electromagnéticos si tratamos E y B promediados a través de todos los atomos). La mayor parte de la
confusion con la energia y el momento en los problemas de electromagnetismo surge de la poca

claridad sobre lo que hay que considerar en la energia electromagnética / momento electromagnético
frente al momento de particulas / la energia de particulas.

3.3 Inductancia, energia y tensiones de imanes
El teorema de Poynting formaliza la observacion ya realizada en la que indicdbamos que la energia
necesaria para “cargar” una inductancia (es decir, incrementar la corriente de ésta) se almacena en el

campo magnético. Ahora sabemos que la densidad de energia es B’ / 24, (en vacio) o %B.H en un

medio lineal magnético (pero la mayoria de los materiales magnéticos no son lineales). Igualmente,

la densidad de energia almacenada en el campo eléctrico de un condensador es &,E” / 20 %ED.

También hallamos que la densidad de fuerza asociada con B estaba gobernada por un tensor 1 [BB
Hy

—%BZI] cuyo segundo término tiene la misma forma que la densidad de energia B’ / 24, . Existe una



razén fundamental para esta relacion que podemos demostrar pensando en las fuerzas sobre los
imanes.

3.3.1 Relacion entre la densidad de energia y la presion magnética en un solenoide
Considere un solenoide formado por una corriente que fluye acimutalmente. Resulta sencillo
demostrar que la fuerza electromagnética j A B es siempre hacia delante. De hecho, no podemos
tomar la corriente total y multiplicarla por un campo interno para conseguir la fuerza, ya que j y B
varian a través del iman. B = 0 fuera. En lugar de realizar la integral de jB, calculemos la fuerza por
el método del “trabajo virtual”. Este implica la figuracion de un pequefio movimiento gradual,
calculando los cambios de energia e igualandolos al trabajo realizado F.dx. Por tanto, ignore el

grosor del conductor y considere una expansion del radio inicial a por un pequeio incremento da. La
2
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energia magnética almacenada (por unidad de longitud axial) | 02—27zrdr cambia, ya que B
Hy
cambia (posiblemente). En realidad, el hecho de que B cambie o no depende del circuito externo
acoplado al solenoide, a través del cual fluye la corriente. Supongamos que ese circuito actiia para
mantener la corriente constante, de forma que B es constante.

Figura 3.3. Fuerza en el iman de un solenoide.

Necesitamos calcular la cantidad de energia que proporciona el circuito a la inductancia. Esto
requiere la tension durante la expansion. Si recordamos la ley de Faraday,
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Si B es constante, ® = 7a’B, por lo que:

dd da R
— 2Tma— (5.3

dt dt

De ahi que la tension inducida en una sola vuelta sea:
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La corriente por unidad de longitud que es necesario proporcionar a B es uoJ = B. Por lo tanto, el
trabajo realizado por el circuito externo es, por unidad de longitud, (para un pequefio incremento
da):
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El cambio en la energia magnética almacenada es:
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Entonces, la conservacion de energia es:
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donde dW

mecanico

=2rada.P y P es la fuerza por unidad de longitud axialmente y por unidad de

longitud acimutalmente, es decir, la fuerza por unidad de superficie o presién. Si sustituimos
tenemos:
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Por lo tanto,
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es la presion exterior que el campo B ejerce sobre el iman. Observe que nunca recurrimos a ninguna
ley de fuerza como el tensor de tension de Maxwell, sino que unicamente utilizamos nuestro
conocimiento de la densidad de energia magnética. Ademas, el resultado final no depende de nuestra
suposicion sobre el circuito externo. Podiamos haber supuesto cualquier cosa que desearamos. Si
realizamos correctamente el recuento de energia, conseguiriamos el mismo resultado de fuerza.
Ademas, si suponemos que la distribucién del campo B en el conductor no cambia, no necesitamos
saber lo que es obtener este resultado. Por lo tanto, la fuerza / el area total en el iman no depende de
la distribuciéon de corriente / campo del imdn, a condicion de que el iman sea fino, de forma que la



energia almacenada en el campo magnético en el grosor del iman sea pequena. La presion magnética
es grande para campos altos.

52 .
P — — 10x10°8B% ps 182 bar. (3.41)
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La presion del campo magnético 1T es 4 bares (~ atmodsferas). La presion del campo B 10T es

40MPa (compare la resistencia del rendimiento del cobre duro ~ 300MPa). Para un cilindro delgado,
la tension (tension circular) inducida por una presion P es:

EP (342
t

a = radio, ¢ = grosor. Los imanes de alta energia tiene que ser “gruesos”, € incluso entonces alcanzan
pronto limites de tension.

[
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Figura 3.4. La tension circular, o en un cilindro delgado equilibra la presion exterior, P.

3.4 Potenciales para campos de variacion de tiempo

Los problemas electroestaticos y electromagnéticos se resuelven mdas facilmente utilizando los
potenciales ¢ y A. Estos potenciales son también criticos en situaciones de variacion de tiempo y se
pueden hallar ecuaciones generales para todas las ecuaciones de Maxwell, como se indica a
continuacion:

V.B =0 quiere decirque B =V A A (3.43)

sigue siendo una representacion valida. Entonces:
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Por lo tanto:

NN (E | 6:;?) 0 . (A.45)

Por consiguiente:

E + A (440

se puede escribir como el gradiente:

- DA
E+A=-V¢ 0 E=-Vd¢— — ) (3.47)
ot
de esta forma, la ley de Coulomb se transforma en:
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A continuacion, recuerde que existe una arbitrariedad en nuestra eleccion de A, ya que s6lo su bucle
es igual a B. En realidad, podemos elegir que V.A sea lo que queramos. Una eleccion, el gauge de
Coulomb, era V.A = 0. “El gauge de Lorentz™:

I D¢ o =
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Entonces:
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Las ecuaciones de Maxwell son totalmente equivalentes a estas ecuaciones de onda con fuentes.
(Ademas de la condicion de gauge de Lorentz). Considerado en este gauge, vemos que la influencia
electromagnética de p o j no actia de forma instantanea a distancia. En su lugar, la influencia tiene
que propagarse desde las fuentes a la velocidad de la luz, c.

3.4.1 Soluciones generales

Queremos hallar la solucion general a estas ecuaciones. Trabajamos solamente en la ecuacion ¢
porque es escalar. Su solucion se generalizard inmediatamente. En primer lugar, analicemos la
ecuacion homogénea:

que se cumple dondequiera que p = 0 (en vacio). Ademads, recuerde que podemos anadir cualquier

solucion de esta ecuacion a una solucion de la ecuacion no homogénea. Un tipo de solucion son la
. , .. . ., . . . P P

sondas planas, es decir, cosas que varian en una Unica direccion. Si elegimos ejes como ol 0,
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la ecuacidn es unidimensional:
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Las soluciones generales de esta ecuacion son:
dlet) = fletct) . (A.00)

Es decir, las funciones con formas arbitrarias que se mueven hacia el aumento o la disminucién de x,
preservando su forma. En el caso de nuestro problema, lo mas importante son las ondas
esféricamente simétricas.

Figura 3.5. Solucion arbitraria de la ecuacion unidimensional de onda.



Es decir, en coordenadas esféricas (7,8, y), las soluciones tales como % = ; = 0. Entonces:
/4
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Realice la sustitucion siguiente:
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Por tanto, u satisface la ecuacion unidimensional (planar) de onda, con una solucién general

frtet).
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De ahi que la ecuacion anterior sea la solucidon general de la ecuacion homogénea de onda que es
esféricamente simétrica. Expandiendo (signo —) o convergiendo (signo +) ondas radiales. En
realidad, esta solucion esféricamente simétrica no satisface la ecuacion homogénea en » = 0, debido
a la irregularidad que se da alli. De hecho, ya conocemos eso a partir del problema estatico (tomando
x" como el centro del espacio de coordenadas).

lj i \ "u _I'I i} h N
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Por lo tanto, si f no es singular en todos los lugares, entonces:
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Nuestra solucion es, en realidad, la solucion del problema (matematico) del célculo del potencial de
una carga puntual de variacion de tiempo en la posicion x’, es decir, de una densidad de carga
p=q(t)o(x—x"), donde la carga esta relacionada con ' mediante:
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En resumen, el potencial en la posicioén x, debido a una carga de variacion de tiempo de magnitud
g(t) en x” es:

gt + |}{ e }{'{HC']

@, T (4.6

dmegx — x’

Si se considera el caso en el que la carga es una funcién delta en el tiempo y en el espacio,
q(t)=06(t—t"), observamos que la funcion de Green G(x,¢

x',t") (en el tiempo y el espacio) para el
operador:
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concretamente, la funcion que resuelve G(x,¢|x',t")=6(x —x")x (¢t —1t") es:
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dmlx — x|

y la solucion general de la ecuacion potencial electroestatica:
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3.5 Soluciones avanzadas y relacionadas
Observe que todavia tenemos el signo = en nuestra solucién potencial. Si tomamos el signo —, la
integral seria:

P (}{!1 t— = -:'xa )
X — X'|
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Esto indica que la contribucion a nuestro potencial ¢ en x, desde una densidad de carga en x’,
depende solamente del valor de esa carga en el momento:

x x|
g = 1

(370
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Esto sucede antes, en el momento que recibe la influencia electromagnética para propagarse desde x”
x"

. . X — . . . .
hasta x, es decir, mediante ‘7 Un potencial basado en este signo se denomina el potencial

“retardado”, ya que la influencia llega después de la carga: retardada. El tiempo ¢” se denomina, muy
a menudo, “tiempo retardado”, a pesar de suceder antes. [En inglés retardado = retrasado]. Si
tomasemos la sefal +, tendriamos un resultado muy peculiar, ya que la influencia (es decir, el
potencial) dependeria de la densidad de carga en un tiempo posterior. Por lo tanto, la siguiente
solucion “avanzada” no cumple nuestras ideas de causalidad:

|x — x'

(471

Normalmente, sostenemos que Unicamente puede surgir un efecto (potencial) de una causa (carga) si
ésta es anterior en el tiempo. Por esa razon, se descarta el potencial avanzado como “no fisico”, pero
no se conoce bien la justificacion de esta eleccion, vinculada con debates filosoficos del tiempo
como flecha.

Habiendo obtenido la solucién general para la ecuacion escalar de onda con fuentes, podemos
aplicarla de inmediato a cada componente vectorial de la ecuacioén para A; por lo que, en resumen,
tenemos:

| o ix' th
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A menudo, la notacion [[f]] se utiliza para indicar la evaluacion de cualquier funcién f en tiempo
retardado. Debe se extremadamente cuidadoso a la hora de tomar diferenciales de cantidades
retardadas, ya que existe una dependencia en x, no sélo en el espacio si no también en el argumento
de tiempo. Por lo tanto, por ejemplo:

r ) X —x' ) R o =
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El valor retardado de un gradiente es distinto al gradiente del valor retardado.
En general:

Aol 27 e AV L -

T{f(ht——j?—)} HTﬂMK‘G———?—JwEJ (3.75)
r x—x [o ,

VA - —iff;ﬂf% v'I1] (3.76)

c|x
r , X — X' av
y Vinlv] [V AV + ——— 1 |l—]] : (3.77)




