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Problemal (O&W , 10.29 (d))
En este problema se nos pide que dibujemos la magnitud de la transformada de Fourier relacionada con
el diagrama polo-cero, Figura P10.29 (d). Paraello, esnecesario plantear unas suposiciones:

(@ LaROC incluye € circulo unitario para asegurar la existencia de la transformada de Fourier.
(b) El factor de ganancia es uno, de manera que € sistema en cuestion tiene laforma siguiente:

1
(z—21)(z+21)

H(z) =

donde z; esun nimero real positivo cuya magnitud esinferior a 1.

Para obtener |arespuesta de frecuencia de un sistema DT, tenemos que evaluar lamagnitud y lafase
de H(z) junto con  circulo unitario en el plano z, esdecir, z = ¢/“ para0 < w < 2. En primer lugar,
estudiamos el diagrama de magnitud. En genera, paraun vaor fijode w podemos pensar en | H (e/“)| como:

()] I1,"m- 42 ¢S ongiitud de un vector que conectael ceroi con e’*)
e =

I, %P ongitud de un vector que conectael poloj con e/*)

Si el nimero de ceros o polos es cero, definimos el producto anterior como 1. En nuestro caso, existen
dos polos y ningun cero. De este modo, podemos simplificar la expresion anterior de laforma siguiente:

- 1
H(eY)| = ,
[ H (e’ ool

donde v, y v, son los vectores que seindican en la siguiente figura:



&
3

—21 <1

A partir del diagrama, observamos que cuando w = 7 € producto de |v;| Y |v2| se vuelve maximo.
Por |o tanto, esperamos tener la magnitud minimaen lafrecuencia. Ademas, cuandow = 0 o Tt €
el producto de las longitudes o los dos vectores se vuelve minimo, de forma que la magnitud de

H(e’*) sevuelve méxima. El diagrama de magnitud de H (e/*) para0 < w < 7 esel siguiente;

[H(e?)]

~_

Aungue no se le pide que dibuje lafase, le proporcionamos unas breves indicaciones de cdmo
hacerlo.



Lafase ZH () se puede describir de laformasiguiente:

nim. de ceros
ZH(e™) = ) (angulo devector que conectae ceroi con /)
=1
ndm. de polos
— ) (éngulo del vector que conectael polo j con e’*).
j=1
De nuevo, en nuestro caso especifico, s utilizamos los vectores v y v, definidos anteriormente,
tenemos: ZH(ejw) _ —(4711 + 402)7

Lafase comienzaen 0 cuando w = 0 y disminuyea —7 cuando w = 3. Debidoalospolos
simétricos, la fase sigue decreciendo hasta —27 en w = . A continuacion, indicamos el diagrama
delafase:

ZH(eM)

———— o3
———m ==y

_27r _________________

Problema2  (O&W , 10.34)

(a)
yln] = y[n — 1] +yln — 2] + z[n — 1]
Si tomamos |la transformada z de esta ecuacion:

Y(2) = 27V () +272Y(2) + 21 X(2)
 Y(2) 27! B 2
H(z) = X(z) 1—z1—22 22—2z-1

(50

H(z) tieneunceroen z = 0 y polosen z; = 15y », = 12V5,
Puesto que el sistemaes causal, |laROC de H(z) se ubicarafueradel circulo que contiene su polo
mas exterior: |z| > |z4|. A continuacion, seindican el mapapzy laROC:
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Si tomamos latransformada z inversa:
1 2 n 1 2 "
hin] = ——|( — +—=1 -
- () e ()

(c) El sistemaesinestable, yaque su ROC no contiene el circulo unitario. Lainestabilidad es ademés
aparente en h[n], yaque el término <—1f?> creceraindefinidamente como n — oco.

Para que el sistema sea estable, |laROC debe contener el circulo unitario. Para la estabilidad,

1 . 2 2
laROC deberiaser: —=—= <[z < =%-

Latransformada zinversade H(z) con esta ROC es:

Problema 3 (O&W , 10.42)
Puesto que estamos tratando un sistema con condiciones iniciales, es posible que queramos utilizar
latransformada unilateral z. A partir de las propiedades de latransformada unilateral z, obtenemos
siguientes relaciones:
yln] «— Y(z)

yln—1] — =Y (2) +y[-1]
En cada apartado de este problema, €l primer paso es tomar la transformada unilateral z de ambos lados
de la ecuacion de diferencias. Para hallar la respuesta de entrada cero (ZIR), establezcalaentradaen O y

resuelvaparaY (z). Parahallar |arespuesta de estado cero (ZSR), establezca las condicionesiniciales
enceroy resuelvaparaY (z).

(a)
ol 4 3yln— ) =afnl,  yl-1 =1, ol = (—) ulr)
Si tomamos la transformada unilateral z de ambos lados de la ecuacidn de diferencias, tenemos:
Y(2) + 327V (2) + 3y[-1] = X(2).

Si resolvemos paraY'(z) , obtenemos,

X(z) | —3y[-1]
14327t 1432717
—_— Y

ZSR ZIR

Y(2) =
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Parahalar ZIR, fije X (z) =0y utiliceel hechodeque y[-1] =1,

YZIR(Z) = %3321
yZIR[n] = _3(_3>nu[n] = (_3)n+1u[n]‘

Parahallar ZSR, fije y[—1] = 0 y utilice z[n] = ()" u[n] como seindicaen el problema,

1
X(2) = 1—%2—1
1 6 1
Y — _ 7 7
2sn (%) (1+ 32—1)(1 _ %Z—l) 143271 * 1— %Zfl
6 .., 1/1\"
vl = 23t + 1(5) b
(b)
1 1
ylnl = suln—1) = afn) = Jaln = 1), y[=11=0,  aln] = ufn
Si tomamos la transformada unilateral z de ambos lados de la ecuacion de diferencias, tenemos;
1 1 _ S
Y(z)—iz Y(z)—§y[—1] = X(z2) 2,2 X(z) 2:(:[ 1].

Si resolvemos para Y'(z) obtenemos|o siguiente:

(1-42)X() | —dal=1)+ yl-1]

Y(z) = 1_ 1.
1—52 1 1—52 1
—La[—1] + Ly[-1
— X(2)+ 2 [1 I 23[ 3y
\ / _52
ZSR N - .
ZIR

Parahallar ZIR, fije X (z) = 0 (observe que esto significaque z|—1] = 0), y utilice el hecho de que

y[=1] =0,
YZIR(’Z> =0 = ZJZ,R[H] = 0.

Parahallar ZSR, fijey[—1] = 0 y utilice z[n] = u[n] como seindicaen el problema,

X(z) = 1 —121
Yosr (2) = 1 _121
yZSR[n] = u[n]



(©
i) = Soln— 1) = alu] = el — 1], y-1) =1, oln] = uln)

Puesto que esta es la misma ecuacion de diferencias del apartado (b), podemos utilizar la ecuacion para
Y (z) derivadaanteriormente. Parahalar ZIR, fije X (z) = 0 (observe que esto significaque z[—1] = 0),

y utilice el hecho deque y[—1] =1,

vl = 3(3) o = () b

Parahalar ZSR, fije y[—1] = 0 y utilice z[n] = u[n] como seindicaen el problema. Esto es
exactamente lo que hicimos en el apartado (b) anterior, por lo que:

Yzsnln] = uln].
Problema 4  (O&W 10.47)

(d) Recuerde gue los exponenciales compleos son las funciones propias de los sistemas LTI. Por tanto,
la respuesta de estos sistemas a exponenciales compl g os tiene laforma siguiente:

2" — H(z)z".

Dado que lasalidade un sistemaaunaentrada x[n] = (—2)" es 0, concluimosquelaROC
de H(z) contiene z = —2 ,y H(z) tieneunceroen z = —2.
L a segunda relacion entrada-salida nos proporciona:

Y (x) S 1
H(z) = - —, 2] > =
X(Z) 1-121 2

(1+a-— izil)(l - %zil)

1 iz*l
1 1
~ (1+a) (z 4(1+a))(z_ 2)
2(z = §)

suponiendoque 1+ a # 0. H(z) tengadospolos, enz =0y z = % Para poder incluir
z = —2 ensu ROC, sabemosqued sstemaescausd y quesu ROC se encuentra fuera del

circulo deradio % . Puestoque [ (z) tieneunceroen z = -2,

I _
1+Q_ZZ 1|z:,220$a:—§.



(b) Ahoraya conocemos laexpresion para H(z):

En este caso, |a entrada es un exponencia complejo x[n]=1".
Por lo tanto, lasalidatendralaforma siguiente:

o = A=)

Problema 5 (O&W 10.50)

(&) A partir del modelo polo-cero, lafuncién del sistematoma laforma siguiente:

L1

H(z) = a

z—a

Mostrar que | H (e/*)| es constantees e equivaente amostrar que | H (e/+)|? es constante.

Jw 1 p—jw _ 1
e e ”

ijQZijH* Jw) — : E. :
H(EP = H(e)H () = S —2 . =
2

 1-Z2cos(w)+H 1 a®—2acos(w)+1
~ 1—2acos(w)+a? a? 1—2acos(w)+ a?
1
= =
Asi, |H(e?)| = Fi\ gue es constante y esta totalmente determinado por la ubicacién del polo
y €l cero.

(b) Si utilizamos laley delos cosenos,

oi* = 1" + |af* — 21 |a] cos(w)
= 1+a*— 2acos(w).

(c) Siguiendo el mismo procedimiento que en el apartado (b),

1

2
oo = (1] + ‘—
a

cos(w)

1
_2‘1|‘_
a

1 1
= = [a* + 1 = 2acos(w)] = $|U1|2.
U1
|112| = ‘— .
a



Esto demuestra claramente que lalongitud de v, es proporcional en longitud av, independientemente de w.

Problema 6 (O&W 11.25 (a))
El sistemadado es:

z—1
2 _ 1
=TT

En primer lugar, nos gustaria hallar los polosy los ceros del sistema. Asi, se observa facilmente que
G(z)H (z) puede expresarse de laforma:

G(2)H(z) =

z—1
(z+3)(z—3)

El sistematiene polosen i% y unceroenl. A continuacion, se muestra el mapa polo-cero.
Observe que €l circulo de lineas discontinuas en todas las figuras de este problemaindica un circulo
unitario.

(1)

G(z)H(z) =

Recuerde que la derivacion del criterio del angulo no afectasi esun sissemaCT o DT.
De este modo, s evocamos €l criterio del angulo tenemos:

/ZG(2)H(z) = enteroimpar multiplede = s K > 0,
ZG(2)H(z) = enteropar mlltiplede 7 st K < 0.
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paratodo z que se encuentre en el lugar geométrico.

Examinemos el casoenel que K > 0. Si utilizamosel criterio del angulo, podemos identificar que los
dos segmentos de lineareal pertenecen al lugar geométrico. Uno es (—oo, —%) yelotro( 1,1). Eneste
caso, estos dos segmentos especifican totalmente el lugar geométrico. A partir de esto, observamos que un
polo en % seacercaraal ceroen 1 yaque K—oc. El otro polo, uno en —Zl se desplazara a —oo. De este modo,
dado que K — oo, uno de los polos serainestable. (Observe que en |os sistemas de retroalimentacion, solo
consideramos sistemas causales). Por |o tanto, nos gustaria saber hasta qué valor de K permanece estable
el sistema, es decir, deseamos hallar €l valor de K parael cua el sistema de bucle cerrado tiene un polo

en —1. A partir de laecuacion (1), tenemos que:

N =

z=—1 K
z—1 B _i
(z+3) (z=3)|_, K
—-1-1 B _i
(-1+3)(-1-3) K

Ko~ 3

8

Sm

3 T~

K =— \
8 AN
\

/ \\
! hy
| 0 7:/1 Re

/
/

De este modo, en el gréfico anterior mostramos el lugar geométrico de lasraices K > 0 .
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Examinemos ahora el casoen el que K < 0. Si s0lo aplicamos €l criterio del &ngulo en €l geredl,
identificamos que existen de nuevo dos segmentos pertenecientes al lugar geométrico. Uno de ellos es
(—%, %) y € otro (1, 00). Como ya sabemos, todos |os polos en G(z)H(z) irén alos ceros en
G(z)H(z) yaque |K| — oo. Asi,enaginpuntoen (—1,3), e lugar gemétrico se bifurcadel eje
real y sedirigeaun puntoen (1,00) paraalcanzar el ceroen 1 y en oco. De este modo, primero nos
gustaria conocer la ubicacion de esos puntos de bifurcacién. En los puntos de bifurcacién, existen
multiples polos. En nuestro caso, habra dos polos idénticos en estos puntos de bifurcacion. Puesto que

solamente existen dos polos para el sistema, deseamos hallar el valor de K tal que:

1+ KG(2)H(2) =0 (2)
tengadobleraiz.

rr2=L

22 1

4
22—2+K(z—1) = 0

2 2
(2 + %) — (g) - K — % = 0 completando e cuadrado.

De modo que, paratener multiples raices de K es necesario cumplir lo siguiente:

K\?2 1
= K+> =0
(2) .

K = —244/3.

Como erade esperar, ambos valores de K son negativos, y es en esos valores de K donde se da la bifurcacion.
Las ubicaciones correspondientesestanen 2z = —% =1F ?

¢Podemos hallar €l valor de K hasta el cual el sistema de bucle cerrado permanece estable a medida que
K cambiade0 a—oo ? Eneste caso, no estan facil comoenel de K > 0 , yaque no conocemos €l sitio
en el que el lugar geométrico cruza el circulo unitario. Sin embargo, si sabemos que en €l circulo unitario
2z = ¢/*0 paraagin wy. De este modo, apartir de la ecuacion (2), tenemos que:

1
G(2)H g = ——
(Z> <Z>’Z:6 0 KO
o — 1 1

e2jwo — i Ky’ (3)

donde K corresponde a wy.

Algo atener en cuentaesque G(z)H(z) esunafuncion racional en z y que todos los coeficientes
son reales. De este modo, e lugar geométrico es simétrico aproximadamente en €l ge real; més
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concretamente |os puntos en los que € lugar geométrico cruza el circulo unitario son puntos de conjugados
complejos. De modo que, con el mismo K, que en la ecuacion (3) se sostiene que:

1
GEHE) e = —32
e — 1 1
6_2Jw0 . i KO’ ( )
y combinando las ecuaciones (3) y (4), seobtiene:
e v — 1 el — 1
e2w0 — 1 T g2 1
. . 1 ‘ 4 1
—jwo _ q 2jw _ — Jwo _ 1 —2jwo __
(e ) (e 4) (e ) (e 4)
‘ , 1 . 1 , . 1 . 1
elwo _ p2jwo _ Ze—wo + Z — eTIwo _ p=2jwo _ ZGJWO + Z
5 . . : .
Z(e]wo _ e*JWO) — (62]“)0 _ 6*2]100)
sinwp sin wy 4
sin2wp  2sinwgcoswy b
5
C.COSwy = 3
Este resultado, junto con la ecuacion (3) produce:
5
KO — _Z

Por ultimo, deseamos determinar la expresion del lugar geométrico entre los puntos de bifurcacion.
Seaz =0 + jw . Hallelarelacion entre o y w. A partir de laecuacion (2):

~1
1+ K-——= = 0
22—1

1
zQ—ZJrK(z—l) = 0

1
(a+jw)2+K(a+jw)—Z—K = 0

1
Para la parte real: 02_w2+K0_Z_K = 0
Paralaparteimaginaria 2ow+ Kw = 0— K =—20

1
02—w2—202—1+20 =0
2
(o= 1) 4w = <£> :

12



El lugar geométrico traza un circulo, con centroen (o,w) = (1,0) en el plano geométrico y con
radio 2.
De este modo, € lugar geomeétrico de las raices completo parael casode K < 0 esel siguiente:

e

Problema 7 (O&W 11.59)

(a) Utilice laecuacion de Black para calcular lafuncién de transferencia desde x[n] hastag[n] parael sistema:

Y(2) H(z) 1 B 1
X(z) 1+H(z)_(2—1)(z+%)+1_z2—%z+%
E(z) _ 1_Yz):,22—%z—%

X() X() "2 i

Lafuncion de transferenciatiene dos polosen z = Zl + 74/ % Observe que la magnitud de cada

poloes 1/v/2 = 0.707, por lo que & sistemaes estable.

Dado que esun sistema LTI estable, tiene unarespuesta de frecuencia, y podemos utilizar un truco
conocido. Parahallar |arespuesta de régimen permanente a una entrada en escalon, evalle la

13



(b)

(©

(d)

respuestade frecuenciaen w =0 (z = ¢/ = 1):

2211
zln] =uln] = lim efn] = —F—7F =0
nmee (2 52 + 2 | y=ei0=1

Observe que nuestra ecuacion paralafuncion de transferencia £/ X puede escribirse:

E(2) _ 4 Y(z) L H(z) _ 1
X(2) X(2) 1+ H(z) 1+H(z)
S z[n] = u[n], X(z) ==, y tenemoslo siguiente:
B(z) — z 1

2—1.1+H(z)

Suponemos que € sistema es estable, por 1o quetodas las raicesde 1 + H(z) deben ubicarse dentro del
circulo unitario. En particular, dadalaentrada acotadax[n] = u[n], sabemos que |a salida e[n] debe
estar acotada. Todos los polos de E(z) deben ubicarse dentro del circulo unitario. Puesto que existe
latransformada de Fourier necesaria, podemos utilizar un truco conocido:
1
rzin|=uln] = limen|=-—— =0
[n] = uln] Jim efn] = — |,

El dltimo escalén se cumple porgque suponemos que H(z) tieneun poloenz = 1. De este modo, €l
denominador deja de estar acotado yaque z — 1, y larespuestadel sistemavaa cero.

Introduzcala nueva funcién de transferencia en nuestras ecuaciones:
E(z) 1 1—z1 "
= — — — 7z
X(z) 1+H(z) 1—z14271

Este sistemaesestabley tieneun poloenz = 0. Si se examina, larespuesta aimpulso del error
eseln| = d[n] — d[n — 1], y larespuestaa escalon del mismo es e[n] = J[n]; € sistemalocaliza
una entrada de escal én unitario sin error después de un time step o escaln de tiempo.

Introduzca la nueva funcion de transferencia en nuestras ecuaciones;
E(z) 1
X(z) 1+ H(2)
(1+ iz—l)(l -2z
(1+ iz—l)(l —z )+ %z—l + iz—Q

1—3z71 1,72 3
_ 4 1 _1_2,1_ 1,2
I T S P 4 4
1 1 1 1

Este sistemaesestabley tienedospolosenz = 0. S se examina, larespuesta aimpulso
del error es  e[n] = d[n] — 36[n — 1] — 10[n — 2], y larespuestaaescalén del mismo
es e[n] = é[n] + 36[n — 1]; el sistemalocaliza unaentrada de escal6n unitario sin error
después de dos time step o escalones de tiempo.
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(e) Nos proporcionan larespuesta de escal 6n deseada de la sefial de error €[n]:

N-1
eln] = apdn — k]
k=0
N-1
= E(z) = agz "
k=0

A partir del trabajo en €l apartado (b), tenemos también la ecuacion siguiente para larespuesta a
escalon de efn):

1 1

B = 1—2z1 1+ H(z)

Fije las dos ecuaciones de igual formay resuelvapara H (z):

N—1
Zakz_k - 1 1 1
— 11—zt 1+H(2)
1 1
1+ H(z) = — - -
1 -2t Z]kvzol apzF
_ N-1
H(2) 1— 1=z axz™

(1= =) Yy axz
(f) Hallelatransformadade x[n] utilizando las tablas:

z[n] = (n+ Duln] = nuln] + un]
2! 1 1
— X(2) = (1 —271)2 Tz 1 (1 —271)2

Introduzca la nueva funcion de transferencia H(z) en nuestras ecuaciones:

BE() = X(2) 1 _ 1_ . B (1+Z:1)(1_ffl)2_ ]
1+ H(z) (1—212 (I4+zH1—-z"1)24z1422—-273
B 1+ 27!
T (42 ) (1 =227 4 22) f 2zl 22— 23
= 142!

Si seexaming, e[n| = d[n]+ d[n — 1], por lo que el sistema localiza perfectamente después de
dos time step.
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