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Senales y sistemas

Propiedades de

Otono 2003

Clase 22
2 de diciembre de 2003

la ROC de la transformada z.

Transformada inversa z.

Ejemplos.
Propiedades de

Funciones de sistema de los sistemas LTI en tiempo discreto:

a. Causalidad.
b. Estabilidad.

la transformada z.




/ |_a transformada z \

z[n] «— X(z) = Z x[n]z”" = Z{x[n]}

n=—oo

ROC = {z = rel¥ at which Z lz[n]r™"| < oo}

n=—oo

- solo depende de » = |z, al igual que la ROC en el plano s
depende solo de Re(s)

e Anteriormente:

«Circulo unitario (» = 1) en la ROC = existe la TF X(¢?)
en tiempo discreto.

eLas transformadas racionales corresponden a sefales que
son combinaciones lineales de exponenciales en tiempo
discreto.




/Cierta Intuicion acerca de la relacion entrela Tz y la TI\
oo

(1) —— X(s) :/ p()etdt = L{x(t)}

— o0
Let t = n/l o ¢ sT\—n
(Sea) = 71111?0 Z z(nl)(e* )™ " T
T af)
— lim T sT\—n
im n:_ooaz[n](e )

La tranformada (bilateral) z:

o0

z[n] «—— X(z) = Z z[nlz"" = Z{x[n]}

n=—oo

Se puede pensar en la transformada z como la version en

tiempo discreto de la transformada de Laplace siendo:

z = %!




Mas intuicion acerca de las relaciones Tz-TL, plano s-plano z

sT

=z

jw axis in s-plane (s = jw) & |z| = |e’*!| = 1 - a unit circle in z-plane
(eje jwenel plano s ...)

s-plane

dm

jw-axis

&

|zl=1

<«

LHP

RHP

IIHHP"

(un circulo unitario en el plano z)
Im

\ z-plane

— .
"LHP"

« LHP enel plano s, Re(s) <0 = |z| =|¢e7| <1, dentro de |z| = 1 circulo.
Caso especial, Re(s) = -0 < |z| =0.

« RHP enel plano s, Re(s) >0 = |z|=|¢e*T] > 1, fuera de |z| = 1 circulo.
Caso especial, Re(s) = +t0o < |z] = oo,

 Linea vertical en el plano s, Re(s) = constante < | e*’| = constante, un

circulo en el plano z.




Propiedades de las ROC de las transformadas z

(1) LaROC de X(z) consiste en un anillo en el plano z centrado
aproximadamente en el origen (equivalente a una tira vertical en el plano s)
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(2) LaROC no contiene ningun polo (al igual que en la TL).




Mas propiedades de la ROC

(3) Si x[n] tiene duracion finita, la ROC constituye todo el plano z,
excepto posiblemente enz =0 y/o z = .

¢Por que? N
X(z) = Z x(n|z™"
’I’L:Nl
Ejemplos: equivalente en tiempo continuo

dn] «—— 1 ROCallz|dt) «— 1 ROCalls

6ln—1] +— 2zt ROCz#0|6(t—T) «— e Rel{s}# —o0

n+1] +— 2z ROCz#oo |d6(t+T) «— e Refs}# oo




Propiedades de la ROC (continuacion)
(4) Six[n] es una secuencia del lado derecho, y si |z| =7 se encuentra en la

ROC, todos los valores finitos de z para los cuales |z| >, se encuentran
también en la ROC.

’ ¢ 1] X[n]

ATk

N n

o

ol
"H{HHHHHH”TTTTTTTTTTTn Z:rjl\ijerges faster than

(converge mas rapido que)
o0

r1'”,r1>r0 Z m[n] f”'O_n

\ ‘XHUIHnmm,,,,,,,,,,,,,..n. = /




Uno al lado del otro

(5) Six[n] es una secuencia del lado izquierdo, y si |z| = r, se encuentra en la

ROC, todos los valores finitos de z para los que 0 < |z| <r, se encuentran
también en la ROC.
(6) Six[n] es bilateral, y si |z| = r_ se encuentra en la ROC, la ROC consiste

en un anlllo en el plano z que mcluye el circulo |z| =7,

¢A qué tipo de sefales corresponden las siguientes ROC?

..........
o i~

del lado derecho del lado izquierdo bilateral




Ejemplo 1
z[n] = b, b >0

x[n]=b!nl x[n]=b'"!

1
U‘ll

antl l
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Ejemplo (continuacion)

1 —1 1
-+ , b<‘2‘<g

X(2)

e e P

Im

Unit circle (circulo unitario)

z-plane (plano z)

Evidentemente, la ROC no existe sib > 1 => No existe transformada z para b!".




X(2) = X(re?¥) = Flz[n]r "}, z = re’* € ROC
Y
z[n]r " = F ! {X(rejw)} = —
4
1 . .
%[n] X(re??)rel®" dw
para r fijo: , L I 4
z=rel = dz = jre!“dw = dw = -2~ "dz
J

Transformadas inversas z

X (re?¥)e?“" dw

|

x[n] = % %X(z)z”_ldz




Ejemplo 2

X(2) 322 — 22 3— 2271 A N B
2 p— p— p—
1 1 1. 1. 1. 1., —
Algebra de expansion de fraccion parcial:  4=1,B=2
1 2
X() = =+t oo I
n] n]  + n] ;o TR
rn = I1|n Io|N | L o \ \
. VoA Vo X R
Nota, particular para las transformadas z: NN P
1) Cuando halle los polos y los ceros, IR B
exprese X(z) en funcion de z.

- cerosenz =0y ..
2) Cuando realice la transformada (zel‘os at z — )0 and

inversa z utilizando PFE, exprese X(z) 3z — 2 =0 or z = -%
como funcion de z!.




ROC III:

ROC II:

ROCI:

- left-sided signal (sefial del lado izquierdo)

21 [n] = — G)nu[n ]
2aln] = —2- (é)nu[—n ]




Inversion mediante identificacion de coeficientes
en las series de potencia

X(z) = Z x[n|z™"
x|n| - coefficient of z7"
(coeficiente de...)
Ejemplo 3: X(z) = 32°—z2+22°

r[—3] =3
r[—1] = -1

x4 =2

x|n] = 0 paratodos los demés n

— Secuencia en tiempo discreto de duracion finita




Ejemplo 4:

(@)  X(z)= 1 —ar-1 1+az '+ (az” 1) +---
|| — convergent for \)az L< l,i.e.,|z| > |al
(convergente para (...), es decir...)
x[n] = a™uln]
1 1
(b) X — = —q !
(2) 1 —az"1 R (s

= —a 'z1+a 24 (at)? )

= —alz—a -0 -

|| — convergent for la 'z < 1 ie., |2 <]al
(convergente para (...), es decir...)

rln] = —a"ul-n—1]




Propiedades de las transformadas z

(1) Desplazamiento  x[n — ng] «— 27 "° X (2),
de tiempo

La racionalidad de X(z) no cambia, distinta de la TL. La ROC no cambia,
excepto en posibles casos de adicion o eliminacion del origen o del infinito.
n,> 0= ROC z # 0 (quizas)
n,< 0= ROC z # o (quizas)

o - dX(z) |
(2) Diferenciacion del dominio z nx|n| «— —z 7 la misma ROC
Derivacion: = n
X(z) = Z x|n|z
dX(Z) . —n—1
R = —n:Z_OO nxinlz
dX (%) — .
_ z G n; O;"n:c[n]z




Propiedad de convolucion y funciones del sistema

Y

h|n]

~y[n| = x[n] x hin]

Y(z) = H(z)X(z) , ROC, al menos la interseccion de las
ROC de H(z) y X(z), puede ser mayor
si existe una cancelacion de polo / cero,

por ejemplo:
1
H — >
(2) po—r z| > a
X(Z) — z — a/, z # o0
Y(z) = 1 ROCallz
(ROC, todo z)
H(z) = hin|z~"| — The System Function
) n:z_:oo ") (La fungifén del sistema)

H(z) + ROC nos da toda la informacion del sistema




CAUSALIDAD

(1) h[n] del lado derecho = la ROC es el exterior de un circulo que
posiblemente incluya z = o

Z hln
(Si (...), el término (...) en (.

If Ny <0, then the term h[Nl] N 0at 2 =00

= ROC outside a circle, but does not include oo.
(ROC fuera de un circulo, pero no incluye ...)

Causal & N; >0 No 2™ terms with m > 0

No hay términos zm_con m > 0)

= 2 =00 €

Un sistema LTI en tiempo discreto con funcion de sistema H(z) es causal <
la ROC de H(z) es el exterior de un circulo, incluyendo z =




Causalidad para sistemas con funciones racionales de sistema

bMZM -+ bM_le_l + -+ blz -+ bo
anzN +an_1zVN "1+ ... +az+ag

| No poles at oo, if M < N

H(z)=

Un sistema LTI en tiempo discreto con funcion racional de sistema H(z) es causal
< (a) laROC es el exterior de un circulo fuera del polo maés exterior;

y (b) si escribimos H(z) como un ratio de polinomios:

N(z)

entonces,

degree N(z) < degree D(z)
(grado)




Estabilidad

« Sistema LTI estable <> > |h[n]| < co & laROC de H(z)
incluye el circulo unitario |z| = 1

= Respuesta de frecuenciaH(e/®) (existe la TF en tiempo discreto del eje A[n]).

« Un sistema LTI causal con funcion racional de sistema es estable < todos
los polos se encuentran dentro del circulo unitario, es decir, tienen magnitudes < 1
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