INSTITUTO TECNOLOGICO DE MASSACHUSETTS
Departamento de Ingenieria Eléctrica e Informética

6.003: Sefialesy sistemas— Otofio 2003

Soluciones del boletin de problemas 7

Ejercicio para el estudio en casa

Oo&W, 7.28

(&) Si utilizamos los coeficientes de | as series de Fourier de x(t), podemos escribir |o siguiente:

) = Y G)keﬂ"mot,

k=—o00

donde,

2
= =2 d )
wo 01 soc O rad/seg

El filtro de paso bajo H (jw) tiene unafrecuenciade corte w. = 2057 rad/seg. Asi, z.(t) es x(t)
donde todos los términos con la frecuencia anterior w, son eliminados por el filtro de paso bajo. Los
términos que se mantienen tienen |kw,| < 2057 rad/seg = |k| < 10.25, por lo quelasalida, z.(t), es:

10 o NH
T(t) = Z (5) elkwot
k=—10

Para obtener x[n], muestreamos z.(t) cadaT = 5 x 10~3 segundos con un tren deimpulsos. La

frecuenciade muestreo es 27 = 4007 = 2 x frecuenciaméximaen x.(¢). Por lo tanto, podemos

T
ecribir lo sguiente:

zln] = z.(nT)

10 ||
_ Z 1 ejkwo (nT)
2

k=-10

10\
= Z (§> ejka”, donde wp = wyT = 0.17 rad. (1)
k=—10

Observe que todos | os exponencia es complejos en tiempo discreto e/**»™ son periddicos con
periodo N = 27 /wp = 20 (aunque N no es el periodo fundamental de todos ellos). Por lo tanto,
x[n] también debe ser periddico con periodo N = 20.
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(b) Parahallar larepresentacion de las series de Fourier para x[n], rescribimos la ecuacién (1) en laforma
de una ecuacion de sintesis de las series de Fourier:

10

1\ k- A
> (3) e S aem ®

k=-10 k=<20>

Observe que hay 21 términos (k = —10...10) en €l lado izquierdo de la ecuacion (2), pero solo
20 en las series de Fourier del lado derecho (ya que x[n] es periodico con N = 20).
Si examinamos lostérminos £ =10y k = —10:

k=10: (%)0 310(0.1m)n (%) 10 | — (4 10(_01)n
0 e Sy ()

Podemos afiadir estos dos términos ya que suponen el mismo exponencial complejo, (—1)".
Ahorayatenemos e conjunto completo de los coeficientes de |as series de Fourier para x[n].
L os coeficientes son periodicos con periodo N = 20, y por encimadel periodo —9 < k£ < 10

tienen valores: \k\
o = 4 @) IK=09
2(H)", k=10

o&W, 8.23

(a) El diagrama de bloques de la modulacion y la demodulacion para este problema es el siguiente:

x() (2 L | =

cos(w,t) cos(wyt)

Queremos mostrar que la salida del filtro de paso bajo en el demodulador es proporcional a

x(t) cos(Awt), donde Aw = w4—w, Yy lo hacemos algebraica y gréficamente para el

gemplo delafigura P8.23. y(t) essimplemente z(¢) multiplicado por cos(w.t). Si utilizamos
la propiedad de multiplicacion, Y (jw) consiste en dos copias desplazadas de X (jw), centradas en
w=w.Y w=—w,. conamplitud aescalade1/2:

Y(jw) = 5 X(w—w))+ X((w+we))l

N —

Y (jw) sedibujaa continuacion:



Y(w)
1/2 1/2

| | - W
— 0~ W, —We ~ Wt Wm We=Wn We Wt Wm

Igualmente, W (jw) consistirden dos copias desplazadasy aescalade Y (jw):
W(w) = 5 Y(iw—wa)+Y(j(w+wa))]

[X(j(w_wd_wc))+X( (w_wd+wc))+X( (w—’_wd_wt:))
X(j(w+wi+we))]

[X((w —we —wa)) + X(j(w — Aw)) + X (j(w + Aw)) + X (j(w + we + wa))]

e e e L

Si suponemos que las dos copias que estan centradasen Aw Yy —Aw Nno se superponen, W (jw)
serd algo parecido alo siguiente:

W(jw)
‘ | - ()
—ooc Wy AwW—wy, Aw Aw+w, Wt Wy

Por dltimo, R(jw) es W (jw) a pasar através de un filtro de paso bajo con frecuencia de corte entre
W+ Aw Y 2w, + Aw — w,, = w. +wyg — wy,. Este proceso de filtrado elimina e contenido de alta
frecuenciade W (jw) de forma que sdlo permanecen los dos triangul os a bagjas frecuencias.

Las amplitudes tienen una escalade 2, puesto que lagananciadel filtro de paso bajo es 2. Por lo
tanto, R(jw), que eslasalidadel modulador sera:

RGw) = 3[X(io— Aw) + X (o + Aw)]

gue en el dominio del tiempo nos proporciona:

r(t) = x(t) cos(Awt)

(b) Por € apartado (a), el espectro de la salida del demodulador sera:

R(w) = 3 [X((w—Aw)) + X(G(w+ Aw)]

Si las dos copias de X (jw) no se superponen, como se muestra en las figuras anteriores, éste sera
parecido a



R(jw)
1/2 1/2

-Aw | Aw-uy, Aw Aw+w,

Esto sucederas Aw > w ;. Deno ser asi, las dos copias se solaparan y la salida sera mas
parecida a

R(jw)

D=

—Aw —wm  —Aw Aw Aw + wm



Problema 1

(8 Tenemosque x(t) = cos(10t). Aqui, w, = 10 rad/seg. Si tomamos |atransformada de Fourier de
(t),

X (jw)
(7) ()
—10 10 w
Lafuncion de muestreo, s(t) = >, 6(t—kT), con T = 2.
s(t)
(1)
2T -T 0 T 2T t
Si tomamos la TF de s(t) (observe que w, = 2 = 90),
S(jw)
(90)
—180 —-90 0 90 180 w

Si utilizamos |a propiedad de lamultiplicacion, z(t) = x(t)s(¢) en el dominio de frecuenciaes Z(jw) =
% (X (jw) *S(jw)), es decir, tenemos que convolucionar X (jw) con el tren de impulsos periddico en
S(jw) y trazar laamplitud aescala de ;- (véaselaseccion 7.1.1 de O&W).

2t) = > a(nT)s(t —nT)
ZGw) = = [ XG0St - 0))as

—0o0

5



Por lo tanto, Z(jw) tiene laforma siguiente:

Z(jw)

LT

—190—-170 —100 —80 —10 170 190 W

(b)O y(t) eslasaidadel filtro de paso de banda, H(jw), con entrada z(t) tal como se obtuvo en €l
apartado (a). Sabemos que:

Y(jw) = H(jw)Z(jw)

Consideremos |Y (jw)| y ZY (jw) independientemente. |Y (jw)| eslaversion filtradaen unfiltro
de paso debandade |Z(jw)| con componentes de frecuenciaentre 90 y 180, y -180 y -90

rad/seg.

Y (jw)]
(45)
~170 ~100 0 100 170 w
LY (jw) = ZH(jw)+ LZ(jw)
o
200 200

Si combinamos lamagnitud y el angulo, Y (jw) = |Y (jw)|e?<Y 0w,
Considere Y (jw) como latransformada de Fourier de la sumade las dos sefia es sinusoidales; unacon
= 100 y laotracon w, = 170. Si utilizamos |a propiedad de desplazamiento de tiempo de la

transformadade Fourier, z(t —t,) Lo —Jwte X (),

4 4
y(t) = —5 cos(100(t — 2%)) + B os(1r0(t — 2%))
45 45 177
= = 100t — =) + — 170f — ———
- cos(100t 2) + cos( 70t 50 )
(c) A continuacion se cambialafuncion de muestreode s(t) per T = 92—0”,
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S stk - 3 5(t—kT—%)

k=—oc0 k=—o00

Si tomamos la transformada de Fourier:

S(jw) = 2% i S(w — kzz;j e w3 Z S(w — k%
k=—o0 k=—o0
- 2% kZOO o(w — /fz%) - 2% kz_oce RF 5§ (w — k%ﬁ)
- 2% k_ZOO O(w — k‘%ﬂ) - 2% k_zoo(e‘”)ké(w - k:Z%)
= 2% k;)o o(w — k%ﬁ) - 2% _Z_:m<—1)k5(w - /,;2%)

) 2 27 2 2T
QW 2% 27
§:<5w k + §:<ﬂuw—k5;)
—odd k=odd
47 2
= — ) dw-— h)
k=odd

z(t) = cos(10t) como anteriormente. Para hallar Z (jw), tenemos que convolucionar X (jw) con el tren
deimpulsosen S(jw) y trazar aescalade % el resultado.

S(jw) sedibujatal como se indica a continuacion:
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S(jw)

(180)

—270 -90 0 90 270 w

La convolucién centraralos dos impul sos escalados (de X (jw)) en cadaimpulso del tren de impulsos
de S(jw). Por tltimo, H (jw) solamente pasaran aquellos impulsos que existan entre 90 y 180, y entre
—180 y —90 radianes. Trazamos |Y (jw)| (salidade H(jw)) delaformasiguiente:

Y (jw)]

(90)

—100 0 100 w

Como seobtuvo en (b), ZY (jw) = ZH(jw) = — 55

A partir del diagramade |Y (jw)| y de ZY (jw), podemosver y(t) como funciones de coseno
con desplazamiento en el tiempo. Por |o tanto:

y(t) = 9—:008(100(15—%))

90 T
- cos(100 2)



Problema 2 (O& W, 7.30 excepto que z.(t) = d(t — 1))

(8 Tenemosque x.(t)

z(t) = ot —
X (jw) = e v

Tomamos la transformada de Fourier de la ecuacion diferencial del sistemay hallamos la respuesta
de frecuencia, H(jw), del sistema:

dy.(t
D L) = wl)
JwYe(jw) +Ye(jw) = Xe(jw)
o Yegw) 1
H(jw) = X.(jw) — 1+jw
Ahora, podemos escribir lo siguiente;
v 1
. : SR
Ye(w) = Xe(jw)H (jw) =e T
wlt) = oDt — 1)
2
(b) [n] = y.(nT) donde y.(t) sedefineene apartado (8. Por lotanto, y.(nT") tomarélosvalores

de y. ) en nT valoresdetiempocon n=0,1,2,.
yln] = ye(nT) = " T*3ufn 1]
= (ex)(e e ufn — 1]
Si utilizamos |la propiedad de desplazamiento de tiempo y latabla basicade la TF en tiempo discreto:
1

Wy oG eiw
Y(™) = e ze T p——

Ahora seleccionamos H (¢/*) de formaque:

yln] * hln] = wn] = d[n]
Y(e’)H () = 1
H™) = e—at—aw(l e Te v
H(e") = e2 TV _e~3
Si tomamos la TF inversa
hin] d[n+1] — e 24[n|



Problema 3

Primero, tenemos que hallar la respuesta de frecuenciadel filtro y[n] = 2y[n—2]+x[n]+;z[n—1] entiempo
discreto cuando z[n| = d[n|, y[n] = h[n]. Porlo tanto:

3 1
hln] = Zh[n — 2| +4d[n] + 15[71 —1]
H(Y) = Zeij(em) +1+ iem
. 1+ ge7%
H(®) = Félw Q <

Tenemos que X (jw) = 0 para |w| > Z, también una frecuencia de muestreo, w, = 2. Por |o tanto,
no habraaliasing.

Por tanto, la respuesta de frecuencia efectiva de todo el sistema en tiempo continuo, H.(jw), estérelacionada
con larespuesta de frecuencia del sistema en tiempo discreto, H (e?), mediante (supongaque 2 = wT'y
halle el rango adecuado de w):

. H(eij> |w| o w

H.(jw) = ] <z=
o(jw) { 0, w] > 2

1+lefij S

H.(jw) = { T3 w| <z =2
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Problema 4, O&W, 8.22

Definamos v(t), r(t) y z(t) como seindicaen el siguiente diagrama del sistema.

—bw —3w 3w bw

—3w 3w

cos(bwt)

cos(3wt)

v(t) eslasalidadelamodulacion de amplitud sinusoidal. Parahalar V (j w):

v(t) = x(t)cos(bwt)

1

Vijw) = (X (jw) * 7 [0(w — 5w) 4+ §(w + 5w)])

2
1

= 5 XU = 5w) + X(j(w + 5w))]

Gré&ficamente:

N [—=

V(jw)

N

Tw -bw -3w

3w 5w Tw w

Parahallar R(jw), observamos que por €l filtro de paso de banda solo pasan componentes de frecuencia

con magnitud entre 3w y 5w,

N =

R(jw)

N

11



Ahora z(t) es una demodul acién de amplitud sinusoidal con una sefiad portadora de frecuencia distinta,
cos(3wt). Podemos derivar Z(jw),

it) cos(3wt)
o (R(jw) * m[0(w — 3w) + 6(w + 3w)])
1

2(t) = r
= 5 [R(j(w = 3w)) + R(j(w + 3w))

8w 6w 3w 2w 0 ow 3w 6w Sw w

Por dltimo, y(t) esz(t) filtrado por un filtro de paso bajo que sdlo permite el paso de contenidos de
frecuenciade —-3w a3w. Por lo tanto, Y (jw) tiene la forma siguiente:

Y(jw)
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Problema 5 (O&W, 8.49)

(8 Supongamos que lafrecuencia de lafuncion de muestreo s(t) es w.. s(t) esun tren deimpulsos
periédico con periodo T y anchuradeimpulsos, A = ’;F . Por tanto, w, = 2?” y podemos escribir
los coeficientes de las series de Fourier, a,, delaformasiguiente:

sin(kw.A/2)
wk
sin(k(2w/T)(T/4))
wk
sin(k?)
wk

ap =

aj €S un tren de muestra periddico con periodo w..
Imaginemos la sefial de entrada, x(¢), con transformada de Fourier, X (jw), como seindicaaqui:

X(jw)

1

Definamos la entrada del filtro, H,(jw), como z;(t). Porlotanto, z;(t) = z(t)s(t)
y tal como seindicd enlaseccion 8.5.1, Z;(jw) eslaconvolucion de X (jw) con un tren
deimpulsoscon un &reaa ;.

+00

Zy(jw) = Y apX(j(w — kw))

k=—o0

Para evitar el aliasing, tenemos que asegurarnos que X (jw), centrado en kw . en Z; (jw),
No se superpone con otro. w,. > 2w,, asegurardgue no se den € aliasing o la superposicion,
esdecir:
We
Wy < 5
2rl _

1 s
el valor w més ato permitido:  w,, = ==
P v T2 T

Si z(t) tiene una frecuenciasuperior a ¥, existira un aliasing e y(t) no sera proporcional a

x(t).
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(b) Definamos lasalidadel filtro, H;(jw), como zy(t). z»(t) eslaversion filtrada por un filtro de paso bajo
de z(t). Graciasal paso de bandade H,(jw), observamos que z,(t) solo contendra componentes
de frecuencia centrados en +(w. = 2% ) que correspondena k = +£1en Z,(jw).

Lamagnitudde 7 (jw) en k = +1 €S ap—1 = %ﬂﬂ@l:% . Por lotanto, Z,(jw) estal como se
indica a continuacion:

Zy(jw)

EEFS
3 [

—We We

—(we + wm) —(we — wm) We — Wm we + Wm

La segunda modulacién con s(t) daré de nuevo como resultado la convolucion de 75 (jw) con el tren
deimpulsosde &reaa, . SOlo nos interesan los componentes de baja frecuencia, ya que el resultado se
filtra mediante un filtro de paso bajo con H,(jw). Laconvolucion producirdque dosimégenes de
éX(jw) apartir de Z,(jw) estén aescalade—jr y Se superpongan centradasen w = 0.

El filtro de paso bajo, H,(jw), solo pasara componentes de frecuenciaentre —Z y — %,

Por lo tanto, Y (jw) tienelaformasiguiente:

Y(jw)

Por el diagrama, observamos que Y (jw) tiene lamismaformay el mismo ancho de bandaque X (jw),

y que laamplitud se multiplica por i—é‘. Por lo tanto, laganancia de todo € sistemaes :%
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Problema 6

(8 Analicemos el sistema graficamente en e dominio de frecuencia. Considere cada uno de los
pasos:

(i) p(t) = x(t) cos(wet)

En el dominio de tiempo, multiplicar por cos(w.t) significaque latransformada de Fourier de
p(t) serdlasumade dos X (jw) desplazadospor w.y —w., Y lamagnitud aunaescalade
1

5-
(i) q(t) = p(t) + =(t)
Latransformada de Fourier de q(t) es ssmplemente la suma de |as transformadas de Fourier de p(t)

y (1)
Q(jw)
A A
—W, —W, 2 We
—We— Wy —WetW,

We— Wy We+ Wy
(iii) r(t) = q(t) cos(w,t)

Es decir que q(t) se modula mediante cos(w.t). Por tanto, que si repetimos el mismo
procedimiento del apartado (i), tenemos:

R(jw)

IS
vl
vl
vl
IS

—2W, — W,

—W, W W 2w, w

(iv) Filtro r(t) con Hpp(jw).

Lacopiade banda de base de X (jw) soloesnoceroentre —w, Y w,. Podemosrecuperarla

S no se superpone con € Z(jw) desplazado en los lados. Por lo tanto, podemos escribir |o
siguiente:

We — Wy > Wy

We > Wy + W,y
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(b) Queremos hallar los parametros C y w ¢ para €l filtro de paso bajo. Por lafiguradel apartado (a)
podemos observar quepara w € [—w ,,w,|, R(jw) = $X(jw), asi que pararecuperar X (jw),

C =2

Lafrecuencia de corte w; simplemente tiene que estar entre la copia de la banda de base de X (jw) y
el Z(jw) desplazado. De estaforma:

Wy Swf S We — W,
(c) Esteese mismo sistema anterior, a excepcién de que tenemos que dar cuenta del retardo que se daen

el canal. Podemos hacerlo con h,(t) = 6(t — T). A continuacion, se presenta el diagramadel sistema
con €l elemento de retardo.

,,,,,,,,,,,,,,

: Cand :

SO ELGING N P RO Ny L PPy S ) Hyp(jw)
| i ¢
20 |

‘ —wy 0 wy

Definamos s(t) como la sefid que hay justo antes del retardo. Entonces:
SGw) = Plw)+2(w)
Q(jw) = S(jw)Ha(jw) = e " S(jw).

Principal mente estamos repitiendo 1o que ya hicimos en los apartados (a) y (b), pero estavez Q(jw)
etdaescdade e7T.

) Q(jw) |
A —juT A —jwT
2 € 2 €
Befij
—We W, w, W W
—We— Wy _wc+wx We— Wy wc"'wac

Si realizamos la convolucion, observamos que el nuevo R(jw) es:
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%efj(wﬂuc)T é(efj(wwc)T + efj(wfwc)T) %G*J’(W*WC)T
B p—j(w+we)T gefj(w*wc)T
—2w, — W, Wy We 2w, w

Como utilizamos los pardmetros seleccionados en los apartados (a) y (b), sOlo pasaraatravés del filtro
el componente de banda de base (centrado alrededor del origen), que serd el mismo que en €l apartado
(b), excepto que utilizamos el nuevo factor de "atura’ del grafico. Si permitimosque Y, (jw) seala
salidadel sistemaen el apartado (b), entonces:

. IR o
Y(jw) = }/E)(]w)i(e ilwtwe)T 4 =i C)T>
e | . 4
= Yb(jw)e_]wTé(e_]wcT_|_€chT>
= Yo(jw)e T cos(w.T)

Si recordamos que el sistema sin retardo produciaunasalida Yy (jw) = X (jw), podemos hallar las
respuestas de frecuencia del nuevo sistema de laforma siguiente:

Y(jw) = X(jw)e T cos(w.T)
Y

H(jw) = — = e T cos(w.T).
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