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Senales y sistemas
Otono 2003

Clase 8
30 de septiembre de 2003

Derivacion del par de transformada de Fourier de tiempo continuo.
Ejemplos de transformadas de Fourier.
Transformadas de Fourier de sefiales periodicas.

Propiedades de la transformada de Fourier de tiempo continuo (TC).




Derivacion de Fourier de la transformada de Fourier
de tiempo continuo

*  x(?) - una sefnal aperiodica
- tratela como el limite de una sefal periddica tal que 7— o

« Para una senal periddica, los componentes armonicos estan
separados o, =2n/T

« Como 7 — », w ,— 0y los componentes armodnicos estan
espaciados cada vez mas cerca en frecuencia:

U

Series de Fourier —> Integral de Fourier




Ejemplo de motivacion: onda cuadrada

x(7)
1 aumenta
| -
T -T, T, T t
N Tay T =4T
mantener fijo
2 sin(kwo1})
® Los puntos
kon P :
de frecuencia
discreta se
vuelven mas
densos en
2 sin w7} @ a medida
que aumenta
W w=kwq T
\ 4




Por tanto, sigamos con la derivacion ...

x(t)
For simplicity, assume
x(¢) has a finite duration.
(Para simplificar las cosas, suponga
-T4 Ty t que x(t) tiene una duracion finita)
|dentical _r T
here (Idéntico aqui) i'?(t) — x(t)’ 7 < t < 2
(1 eriodic, [t| > %
X(t) F ki 2
rq/\‘ periodico)
2T T [Ty 0 T 0T 2T t
-T/2 T/2

As T — oo, Z(t) = x(t) for all ¢
(Puesto que T) (para todo)




Derivacion (continuacion)

00
E ake]kwot

k=—o0

2

2T
WO:T

)

1 [2 . 1 [z .
— _ T —Jjkwot — —jkwot
a T /_% z(t)e dt T /_% x(t)e dt
T
Z(t) = x(t) in this interval
| [ (en este intervalo)
T/—oo x(t)e IFwot gy (1)
ISf gv%_d_eﬁne -
(Si definimos) X (jw) :/ a;(t)e_j”tdt
then Eq.(1) =
(entonces, la ecuacion 1) X (jkwo)
A —




Derivacion (continuacion)

Thus, for —= <t< =

(Por con3|gmente para) 2
1
z(t) =x(t) = — X (j ejkwot
1
k=—o00"
ax
1 oo
= — woX (jkwg)elkwot
o Y woX (jkw)
k=—o0
J
As T — oo, Zwo — [ dw, we get the CT Fourier Transform pair
(Dadoque T ...) ., obstenemos el par de transformada de Fourier en tiempo continuo)

/ X (jw) ejwtdw Synthesis equation
271' (Ecuacion de sintesis)

X (jw) :/ z(t)e 7wt dt Analysis equation
00 (Ecuacion de anélisis)




¢ Para queé tipo de sefiales podemos hacer esto?

(1) Funciona también incluso si x(¢) tiene duracion infinita pero cumple:
a) Energia finita / 2 (8)[2dt < oo

— o0

En este caso, hay energia cero en el error

o0

1 [~ :
t) =a(t) — — X (jw)e’ dw _Th H?dt =0
) =n(t) - 5 [ XGwpetdo Then [ fett)

b) Condiciones de Dirichlet
) 2= [ X(jw)ed“tdw = x(t) at points of continuit
() 2m f_oo () Q (en%untos de continuida%j/)

(i) 5= [ X(jw)e’'dw = midpoint at discontinuity
YT (punto medio en la discontinuidad)

(iii) Gibb’s phenomenon (Fendmeno de Gibbs)

c) Si permitimos los impulsos en x(7) 0 X(jw), podemos representar
mas sefales incluso.

Ej. Nos permite considerar la 7F para las sefales periodicas




/Ejemplo 1 \

@  x(t) =4(¢)

1 <
= Jwt
o(t) = 9 /_ e dw — Synthesis equation for §(¢)
> (Ecuacion de sintesis para ...)

(b) ZC(t) == (S(t — to)

X (jw) = /OO 6(t —to)e I“tdt

—

\ — ¢ Jwto /




Ejemplo 2: funcion exponencial

1

r(t) = e “u(t),a >0 %\.\

o0 - o0 - 1/la t
X(jw) = / x(t)e I dt = / e e IV dt
- 0 e—(atimre
a+ jw : a+ jw
IX(jo)l = 1/(a%+ of)'"? ZX(jo) = -tan (w/a)
N me .
a
~——| T/4
N i .
i -a i 0)
i —n/4\\
° y ? /2

Simetria par Simetria impar




Ejemplo 3: pulso cuadrado en el dominio del tiempo

T .

. 2sinwT
X (jw) = ] edwtdp = 221
—T

x(t)
1

-T1 Ty

Observe la relacion inversa entre las dos anchuras = principio de incertidumbre

Datos Utiles acerca de la TF en tiempo continuo

_ / 2 (t)dt Bxample above: [ a(t)dt = 213 = X(0
o (Ejemplo anterior)
1 oo
= — X dw
o (jw) Ex. above: z(0) = f X(jw)d
(Ej. anterior)

— X (Area of the triangle)
27? (Area del triangulo)




- 2 , .
Ejemplo4:  x(f)=e “° — una férmula de Gauss, esencial

en probabilidad, optica, etc.
X (jw)

o0 _ X (i =J£ -w?/4a
/ et eIt gt xy=e " UV

_ /oo e_a[t2+j%t+(%)2} —|—a(32'_°;)2dt /\t / X0)/ 43
_ [ / e—a<t+g—:>2dt] e

L/ —oo | _JEJ@ ~J2aln2  2aln2
- 2a 2a

VT/a
T W2 (Anchura del impulso en 7)e
— —e  4a (Anchura del impulso en o)
@ = Ar*Aw ~ (1/a?)¢(al’?) = 1
Tambien una férmula de Gauss Principio de incertidumbre. No puede hacer que

Aty Am sean arbitrariamente pequenos.




Transformadas de Fourier en tiempo continuo
de senales periddicas

Suppose
(Suponga que,) X (jw) = d(w — wp)
Y
1 > Jwt 1 Jwot
z(t) = o 0(w — wo)e!"dw = 5. ¢ — periodico en ¢ con

% frecuencia o,
That is
(Es decir,)

eIt s 276 (w — wp) — Toda la energia se

concentra en una
frecuencia — o,

More generally (En términos mas generales,)

x(t Z ape?"ot s X (jw) = Z 2wagd(w — kwp)

k=—0o00 k=—o00




Ejemplo 4:

L 1 _.
x(t) = coswpt = §eﬂw0t 4 Z e dwot

2
!

X(jw) =76(w — wp) + md(w + wo)

X(jw)

“Espectro de linea”




Ejemplo 5:

x(t) =

Y 4(t — nT) — Funci6n de muestreo
x(t)

| | ]

n=—oo

T T 2T t
T/2 1
( — Al — —/ _]kwotdt p—
T/2 T
o0
, 27 k27
X(jw)= > - 5(00—?)
nN=—00 "~~~ ——
) L 27rak k?w()
La misma funcion en el X (o)
dominio de la frecuencia
27 ]
T Nota: (periodoent) T
<> (periodo en o) 2n/T
De nuevo, relacién inversa
_4n _2n 0 2 4n ©
T T T T




Propiedades de la transformada de fourier en tiempo continuo

1) Linealidad ax(t) + by(t) « aX (jw) + bY (jw)

2) Desplazamiento de tiempo z(t — ty) < e /¥ X (jw)

Proof: / z(t — to)e I¥tdt = e Iwto / (e I ay’
oo =~~~ — 00

/ . J/
t ~”

X (jw)

Magnitud de la TF sin cambios
e X (jw)| = |X (jw)

Cambio lineal en la fase de la TF

/(779 X (jw)) = LX (jw) — wtg




/ Propiedades (continuacion) \

3) Simetria de conjugacion
z(t) real « X (—jw) = X*(jw)

U
X (—jw)| = [X (jw) Par
(X (—jw) = — /X (jw) Impar
Re{X(—jw)} = Re{X(jw)} Par

Im{X(—jw)} = —Im{X(jw)} P

- /




Siguen apareciendo propiedades ...

z(at) «—— iX <j£)

4) Escalado de tiempo a a
Eg a>1—at>t
$a=-1 compressed in time <
2(—t) X (—jw) stretched in frequency

(Ej. (...) --> comprimido en
el tiempo <--> extendido

U )
a) x(¢) real y par 2(t) = z(—t) en la frecuencia)

= X(jw) = X(—jw) = X™(jw) — Real & even
(Real y par)
b) x(¢) real e impar

x(t) = —x(—t)

= X(jw) = —X(—jw) = —X*(jw) — Purely imaginary & odd
(Imaginario puro y par)

©) X(jw) = Re{ﬁ(g‘w)} + jIm{JTf(jw}
For real z(t) = FEv{z(t)} +  Od{z(t)}

(Para x(t) real)
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