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Senales y sistemas
Otono 2003

Clase 17
4 de noviembre de 2003

1. Motivacion y definicion de la transformada (bilateral) de Laplace.

2.  Ejemplos de las transformadas de Laplace y sus regiones de
convergencia (ROC).

3. Propiedades de las ROC.




Necesidad de la transformada de Laplace

* La transformada de Fourier en tiempo continuo tiene numerosas utilidades, como:
— Analizar la respuesta de frecuencia de los sistemas LTI.
—  Muestreo.
— Modqlacién.

* ;/Por qué todavia necesitamos otra transformada?

* Una vision de la transformada de Laplace es considerarla como una extension de la de
Fourier que permite el analisis de una clase mas amplia de sefiales y sistemas.

* En concreto, la transformada de Fourier no sirve para clases de senales grandes
(e importantes) ni para sistemas inestables, es decir, cuando:
00

x(t)|dt = oo

— 0




Necesidad de la transformada de Laplace (continuacion)

* En muchas aplicaciones, es necesario tratar con sistemas inestables. Por ejemplo:
—  Estabilizacion de un péndulo invertido.
— Estabilizacion de un avidn o un trasbordador espacial.

— En algunas aplicaciones se desea una inestabilidad, por ejemplo, en

osciladores y laser.

* ;,COomo analizamos dichas sefiales y sistemas?
Recuerde la propiedad de funcion propia de los sistemas LTI de la clase 5:

®»
~~
Y

h(t) ~H (s)et

H(s) = / h(t)e *'dt  (assuming this converges)
—00 (suponiendo que converja)

— e% es una funcidn propia de cualquier sistema LTI.
— s = o0+ jw puede ser, en general, complejo




La transformada (bilateral) de Laplace

2(t) s X(s) = / T a(Betdt = L{x(t)}

— O

s = 0+ jw is a complex variable — Now we explore the full range of s
(es una variable compleja - ahora exploramos el rango completo de s)

Ideas basicas: / necesaria integrabilidad absoluta

oo
(1) X(s) = X(0+ jw) = / [z(t)e 7 e I dt = F{x(t)e 7"}
— o0
(2) Una cuestidn critica a la hora de tratar con transformadas de Laplace es la convergencia:
— Por lo general, X(s) s6lo existe para algunos valores de s, y se ubica en lo

que se denomina la region de convergencia (ROC).

ROC = {s = 0 + jw so that / [z(t)e” 7" dt < oo}

(de forma que

— 0 Ve
3) Sij ' t la ROC (es deci 0 D(fpends T
= = * on on o - =
(3) Sis =jw seencuentraen la (es decir, o ). nogon 2 condicién de

(Solo depende  jnteorabilidad

X (8)]s=jw = Flz(t)} des nodew) absoluta




-------

21 (t) = e y(t): (@ — an arbitrary real or complex number)
(a- un numero arbitrario real o complejo)
()l X(l Inestable:
* no existe transformada
Re{a}>0 Re{a}<0 de Fourller_
* pero si existe
transformada de Laplace

t t

Xi(s) = / e~ tu(t)e Stdt = / e~ (sTa)tqy
— 00 0
1 > 1
_ 6—(s—|—a)t _ [6—(s—|—a)oo . 1]
s+ a 0 sS+a

Esto converge solo si Re(s+a) > 0, es decir, Re(s) > -Re(a)
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Ejemplo 2: () X(0)

........
.....

xo(t) :::’—e_a’tu(—t):.: t t
s wrent Re{a}<0 Re{a}>0
F(g(s) = —/ e~ u(—t)e tdt
— 00

0
= —/ e~ (staltgy

v
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b (stay

[1 . e(s—l—a)oo]
s+ a

— 0
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Xo(s) = ,  Re{s} < —Re{a}*~ Same as X;(s), but different ROC
wSTa N ~ %' (Igual que X 4(s), pero con distinta ROC)
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Punto clave (y diferencia clave de la TF): son necesarios X(s) y ROC para
determinar exclusivamente x(7). No sucede lo mismo con la TF.




Visualizacion grafica de la ROC

Ejemplo 1 Ejemplo 2
1 1
_ _ X = R < —R
X1(s) et Re{s} > —RNe{a} 2(s) st a’ e{s} e{a}
t) = e %u(t) - right-sided signal — —e— %y (—t) - left-si -
z1(t) = e~ *u(t) (sshal del lado derecho) Ta(t) = —e”"u( t>(seﬁ1:ﬁ%:elslggce>(iizqsu1|%r%g)l
Im I9m
s-plane s-plane
(plano s)
Re —a Re




Transformadas racionales

« Muchas (pero no todas) de las transformadas de Laplace que nos
Interesan son funciones racionales de s (ej., ejemplos 1y 2; en general,

las respuestas a impulsos de los sistemas LTI descritas por las ecuaciones
diferenciales de coeficiente de constantes lineales), donde:

__ N(s) _ JRPNE
X6 =B N6 DE) - polimomials

 Raices de N(s) = ceros de X(s)

 Raices de D(s) = polos de X(s)

 Cualquier x(¢) gue consista en una combinacion lineal de exponenciales
complejos para¢t> 0y para ¢t <0 (eg., como en los ejemplos 1 y 2)
Incluye una transformada racional de Laplace.




Ejemplo 3 z(t) = 3e®tu(t) — 2e tu(t)

X(s) = / 3t —2e e tdt
0

= 3 /OO e~ (=2tqr 9 /OO e~ s+t gy

7

Es necesaria una — —
interseCCi(')n de Ia ROC (%enﬁéggr?o%e{ s} > 2 Requires Re{s} > —1

para AMBAS
X(s) — 3 2 _ s+ 7 _ s+ 7 Re{s} > 2
s—2 s+1 (s—2)(s+1) s2—s5—2
. g
Notacion: f
X — polo s-plane (plano s)

O — Cero
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P: ¢Incluye x(r) una TF?
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Las transformadas de Laplace y las ROC

 Algunas sefales no incluyen transformadas de Laplace (no tienen ROC)

(@) z(t) = Ce* for all ¢ since / lz(t)e” 7" |dt = oo for all o

(para todo t, puesto que) J _ I (para todo)

Ce™ (oc+1)t
P
e-t
\C

\

— Jwot FT X - =2 6 —
() 7)== Rr sy’ ey YU Tl

V lz(t)e 7 |dt = / e 7'dt = oo for all o

o 50 (para todo)

t

X(s) solo se define en la ROC; no permitimos impulsos en las TL




Propiedades de la ROC

« LaROC solo puede adoptar un numero reducido de formas distintas.

1) LaROC consiste en una coleccion de lineas paralelas al eje jw en
el plano s (es decir, la ROC depende solo de o).
¢Por que?

/ z(t)e™®|dt = / lz(t)e”7*|dt < oo depends only on o = Re{s}
— 00 — 00 (sélo depende de s )

2) Si X(s) es racional, la ROC no contiene ningun polo.
¢Por que?
Los polos se ubican donde D (5)=0
N(s)

D(s)

= X(s)= =o NoO es convergente.




Mas propiedades

3) Six(¢) tiene duracion finita y es totalmente integrable, la ROC
constituye todo el plano s.

\0>0 o<O0 /

X(s) = /_OO r(t)e= " dt = /Tgx(t)e_”dt

T,

Ny, -

A finite integration interval

T (Un intervalo de integracion finita)
o if/ 2(1)]dt < o0
T




Propiedades de la ROC que dependen del lado
en el que usted se ubique (I)

4) Si x(¢) esta en el lado derecho (es decir, si es cero antes de algun tiempo), y
si Re(s) = o, se ubica en la ROC, todos los valores de s para los que
Re(s) > o también se ubican en la ROC.

Im

X (1)

\ e_01t
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La ROC se ubica en el lado derecho del plano (RHP)




Propiedades de la ROC que dependen del lado
en el que usted se ubique (I1)

5) Six(¢) esta en el lado izquierdo (es decir, si es cero despues de algun tiempo),
Yy Si Re(s) = o, se ubica en la ROC, todos los valores de s para los que
Re(s) < o, también se ubican en la ROC.

I9m
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W a
/ 1
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La ROC se ubica en el lado izquierdo del plano (LHP)




Mas propiedades de las ROC

6) Six(?) tiene dos lados y si la linea Re(s) = o, se ubicaen la
ROC, ésta consiste en una tira en el plano s que incluye la linea
Re(s)=o,,.

Overlap of
the two_
(superposicion de las dos)

6, Qe Tira =
RHP n LHP

xR(t) La ROC esta

To + t
x(t) ,
La ROC est

] en LHP

To t

Re Re




Ej lo:
Jemplo aj(t) _ e_blt’

cIntuicion?
e-bltl

1  Ok: multiplicar por
b>0 la constante (e%) y
sera integrable

* Parece que esta mal:
ningln e® ' amortiguara
b<0 ambos lados




Ejemplo (continuacion):

x(t) et u(—t)

J

Re{s} < b

1
s—b’

Overlap if b > 0 = X (s

(Se superpone 5| (...)
Im

e~ tu(t)
4

! , Re{s} > —b

s+ b

—2b
2 _p2 9

with ROC:
, con laROC:)

) =

s-plane (plano s)

|
o

e ]

¢Qué sucedesib <0?

N mmmmm————————

o
=
(N

= No hay superposicion = No hay transformada de Laplace




Propiedades, propiedades

7) Si X(s) es racional, su ROC esta rodeada por polos o se extiende al
infinito. Ademas, no hay ninguin polo de X(s) en la ROC.

8) Suponga que X(s) es racional. Por tanto:
(a) Si x(t) se encuentra en el lado derecho, la ROC esta a la derecha del
polo situado mas a la derecha.

(b) Si x(¢) se encuentra a la izquierda, la ROC esta a la izquierda del

polo situado mas a la izquierda.

SEDDEDoNEeD, Jooooooeoene
X
L. S ———
e K ——————

X
S /2y ——

(a) (b) (c)
9) Sila ROC de X(s) incluye el eje jw, existe la TF de x(z).




9) Si la ROC de X(s) incluye el eje jw, existe la TF de x(z).

Ejemplo:

Tres ROC posibles:

x(¢) esta la derecha

x(¢) estd alaizquierda
x() se extiende por todo el tiempo  ROC: 11 Si

X(s) = (s +3)
(s+1)(s —2)
m s-plane
| I TTIR BTT
O X %
-3 | K Re
i | (Existe la
i | transformada
| ' de Fourier?
ROC: I11 No
ROC: I No
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