INSTITUTO TECNOLOGICO DE MASSACHUSETTS
Departamenteo de Ingenieria Eléctrica e Informética

6.003: Sefialesy sistemas— Otofio 2003

Soluciones del boletin de problemas 4

Ejercicio paraestudioen casa - O& W, 3.63
Tenemos un sistema LTI cuya respuesta de frecuenciaes:

Hjw) = 1, |w<W
=00, el > w

y que tiene una sefia de entrada periddica de tiempo continuo x(t) con las siguiente representacion de las
series de Fourier:

x(t) = Z alfledk /9t donde a esun nimero real entre 0y 1

k=—o00

¢Como debe ser W de grande para que la entrada del sistematengaa menos un 90% de laenergiamedia
por periodo de x(t)?

Béasicamente, H(jw) esunfiltro ideal de paso bajo (LPF) y tenemos que hallar la anchura que debe tener
para pasar el 90% de su energia media de entrada por periodo (es decir, la potencia media).

En primer lugar, rescribamos la condicién anterior relacionada con las potencias medias de la entrada
y lasalida, con los coeficientes de las series de Fourier a, y by, respectivamente:

Po=> lal . P=> |

k=—o00 k=—o00

Lacondicion requerida seria:

Py>RP,= > |*>R ) |axl* ,donde R=0.9 (x)

k=—o00 k=—o00

A continuacion, calculemos los coeficientes de las series de Fourier delasalida, by:

k < k| <
by = apH (jkwy) = by, = {ak’ |hwo| < W {ak, k| < W/wy

0, |kwol>W 0, |k|>W/wg



Por ultimo, introducimoslaexpresénde a;, y b, enlacondicion requeriday simplificamos.
Si emparejamos la expresion de x(t) con laecuacion de sintesis, podemos deducir que

_ — Al
wo=7Y ap =

P, = Z la]? = Z |a|k‘|2—22a "« esreal)

k=—o00 k=—00

2
= -1 (“0<lal<1)

P, = Z by, = Z lax|*> , donde N esel entero mayor, tal que N < W/wy

k=—o00

N
= Z lal*l2 = QZan —1 (. aesred)
k=—N k=0

1— (a2)N+1 . 5M+1 _ _
= 25— -1 Zﬁ =15 para cualquier complejo 3 = 0

Introducir (x):

Nl G PR ( 2__ 1)
1—a? 1—a?
2 — 202N +2 2R
1—a? = (1—&2_R+1>
2 — 202N+2 2R+ (1— R)(1—a?)
1—a? - 1—a?
2-20""? > R+1-(1-R)*® (-1—-a*>0)
2 -2 > 19-0.1a*>  (introducir R=0.9)
o2 < 0.05+0.0502  (simplificar un poco)
(2N +2)log(a) < log(0.05+ 0.05a%)

log(0.05 + 0.05a%)

N+1 > 2Toz(a) (recuerdeque o < 1 — log(a) < 0)
2
N > log(0.05 + 0.05a%) Ly
2log(«)

Unavez seleccionado un entero N que cumplala desigualdad anterior, se puede seleccionar W de forma que
|14 > Nu}o.



Problemal Consideree sistema LTI con larespuestaaimpulso facilitadaen O&W, 3.34. Hallela
representacion de las series de Fourier de lasalida y(t) paralaentrada siguiente:

A partir de O&W, 3.34, larespuestaaimpulso del sistema LTI es:
h(t) = et
2

Por lafigura anterior, podemosver que z(t) tieneun periodo 7' =3 — wo = 5.

Primero calculamos la respuesta de frecuencia:

H(jw) :/ h(t)ej“’tdt:/ o4t et gy

0 oS)
= / P S / et e—iwt gy
—00 0
0 00
— / 6(47]w)tdt _|_ / 6(747jwt)tdt
—00 0
0 00
4— Jw e 4w 0
1 1 4 .
= —(1-0)+ —(0—-1 recuerde que e~ **7* = () paracualquier area
4 4
—Jw —4 — Jw
B 1 N I 4d+jw+d—jw
o d—jw 44 jw 16 + w?
, 8
Hiw) = 5z



A continuacién, hallamos los coeficientes de las series de Fourier de x(t), a,:

2
“w = + / o(t) e Rty — L / 126(1) — 6(t — 1)] et gy
7 ), 3/

1

o l (2e—jk‘w0(0) . e—jkwo(l))
2 1 _,

=73 e~ 90 paratodo k.

Ahoraya podemos hallar b, larepresentacion de las series de Fourier de lasalida y(t):

by = arH(jkwo) (O& W, seccion 3.8, pag. 226, en especial la ecuacion (3.124))

- (5-37) (i)

2 — ik
= (§) == " " paatodo k.
3/ 16+ (k%)



Problema 2 Laondatriangular periddica que se muestra a continuacion tiene coeficientes de
las series de Fourier a;,.

sin(km/2) 0

— e k#0
s <
, k= 0.

DN — B

Considere e sistema LTI con repuesta de frecuencia H (jw) que se indica a continuacion:

H(jw)

Ay

Ay

—Qg —QQ —Ql Ql Qg Qg W

Determine losvdoresde Ay, Ay, Az, O, Qo, y Q3 dél filtro LTI H(jw) tal que:
y(t) =1 — cos (%Tt) :

Al principio, conviene observar que lasalida y(t) solamente contiene un componente DC y un
nico sinusoide con unafrecuenciade % H(jw) esun sistemalineal por lo que lasalida sdlo
tendrd componentes de frecuencia que salgan por la entrada. Sabiendo que lasalida x(t) tiene un

componente DC y una frecuencia fundamental w, = 7 diseccionemos y(t) en un componente DC




y en exponenciales complejos con frecuenciafundamental w, = 7.

- 37 - 37
3r Tt — LTt
t) = 1— —t)=1- 2
0 = 1) 125
1 . ovx 1 . o=
- 1_ 5 eI B3t 5 el (=3) 5t
= 1 %ej@)wot _ %ej(—3)wot — Z by, el kwot
k
1, k=

= b4 =L k=43

29
0, delo contrario

by = apH (jkwo) = H(jkwo) = Z—i , para a; # 0.

y(t) solo tiene tres componentes no cero, por lotanto, H (jw) tiene un valor no cero en esostres
componentes, que corresponden a A;, A, y As, tal como se indica a continuacion:

. b 1
H(j(0)wo) = a—z =17 = 2= A,.
H(j(3)wo) = bs _ L. osnB7/2) iy

as 2 ](3 . 7T)2
)2
_ J(9)m e
4sin(3m/2)

Jom? _ 9 ,
= — —j) = =n? = A,
b_ 1 in(=3-m7/2) _,
HG(=3)wo) = 22— L osm(E3-1/2) oy

a_3 2 j(-3-m)?
o j(9)r ol
4sin(—37/2)
_j97r2 9

4(1) (.]) = ZTFQ = Al'

H(jw) necesitaeliminar el otro componente de frecuencia de x(t) inexistente en la salida y(t).

— H(jkwy) =0, parak #0,+3

Para cumplir las condiciones anteriores, se deben seleccionar las frecuencias de corte Q  » 3 para que
pasen los componentes deseados y se rechacen |os no deseados. L as siguientes desigual dades cumplen el



requisito:
0< < (1)w0, (2)&)0 <y < (3)(,()0, (3)&)0 < Q3 < (4)&)0 (21)

Seréa suficiente con seleccionar cual esquiera frecuencias de corte que cumplan (2.1). Digamos, en sentido
préactico, que deseamos seleccionar las frecuencias de corte en los puntos medios entre |os componentes
de frecuencia deseados y 10s no deseados, |o cual nos proporciona los siguientes val ores especificos:

0+1 24+3 3+4
Ql:m’ Q2:M, QSZM, dondeouozz
2 2 2 2

T 5 T

= h=m =



Problema 3 Considere un sistema LTI causal en tiempo discreto cuya entrada x[n] y salida y[n]
estan relacionadas mediante la siguiente ecuacion de diferencias:

y[n] — iy[n — 1] = z[n] + 2z[n — 4]

Halle larepresentacion de las series de Fourier de lasalida y[n] cuando laentrada es:

x[n] = 2 4 sin(nrn/4) — 2 cos(mn/2).

En primer lugar, hallemos la respuesta de frecuencia del sistema a partir de la ecuacion de diferencias
inyectando una entrada, x[n], que es unafuncién propia del sistemalLTl:

z[n] = " — y[n] = H(e/¥) "

H(e’*) eslarespuesta de frecuencia caracteristica del sistema o lafuncion propiadel sistema. Si
sustituimos x[n] y y[n] en la ecuacion de diferencias tenemos:

1

yln] = yln =1 = z[n] + 2z[n — 4]
H(ei) eon — L p(eio) eiotnmt) _ gion | g iutn—d)
H () el — 1 H () eln W) = eden 4 9. giwn piw(=4)
H () e*n [1 — iej“’] = " [1+42 e’j“’ﬂ
L H(®) = i%i_ﬂfj

A continuacién, hallamos los coeficientes de las series de Fourier, a;., de la entrada dada, posiblemente
diseccionando la expresion de la entrada en una suma de exponenciales compl g os:

z[n] = 2+sin(mn/4) — 2cos(mn/2) = 2 + sin(won) — 2 cos(2wgn),
donde wy = % es el factor comin mayor para las frecuencias de los sinusoides

. jwon __ o—jwon eJ2won + e~ J2won
- 9 e](O)won 6— _9.
- 2 2
_ 9ei@eon ¢ L ieon _ 1 i-won _ i@won _ i(-2)eon
2j 2j

N =8 — a;, sOlotiene 8 valores diferenciadosy es periédico, con un periodo N = 8.



(—1, k=-2
1
o M=l
N 2, k=0
ap = 1
o k=
~1, k=

0, k=345

Por ultimo, hallamos |os coeficientes de |as series de Fourier, by, delasalida y[n]:

" 1+ 2 e Jhwod 1+2e k54
b :aH(eﬁwO):a-—:a-i
k k k 1 __ik k 1 — k=X
1 — Je ko I — ;e 7t
14279k
= Q" ——F—37
1—%6_37“1

S0l o tenemos a gunos coeficientes no cero, con lo cual podemos evaluarlos. Paraello, aveces
resulta Util visualizar el vector complejo eik® girando alrededor del circulo unitario mientras se
calculad vaor del exponencial complgjo. A medida que aumentael entero k por uno, aumenta
el &ngulo del vector complejo por un angulo de 6.

: 1+ 290 142 6
_ H (ei(Owo) — _ _ 2
bo = ao (6 ) = (2)1 — ie,j(o)% = (2) 1 %

= 8

. 1\ 142770 1 1+2(-1)
_ 1w _ _
b= () = (2;) 1—Le i ~\25) 1- '
4

= 0.1247 + 5 0.5806

. —1\ 142790 —1 1+ 2(-1)
—1)w
by = aH (V) = (g) 1 Leenr \25)1 L 451
4

= 0.1247 — j0.5806

. 14 2e77@r 1+2(1)
_ J(2wo) —_ (_ — (_
br = aH (e5) = ( 1>1—ie*ﬂ'<2>%_ D —1(=9)
= —2.8235+ j0.7059
. 14 2e (=27 14 2(1
by = aoH (63(’2)°"°):(—1)—+ ¢ _ (-2 (1)

= —2.8235 —50.7059
b3,475 — O

Como comprobacion alarespuesta, observe que b_;, = b; queindicaquelasaliday[n] esreal.
Suponemos esto ya que la entrada es real y puesto que el sistema LTI suministra una operacion real,
es decir, la ecuacion de diferencias. También lo suponemos desde un punto de vista matematico

9



porque laentradaesreal, esdecir, a_;, = a}, y H(e %) = H*(e’¥), apartir delaexpresion calculada.

10



Problema 4  Especifique larespuesta de frecuencia de un sistema LTI en tiempo discreto de forma
guesi laentradaes:
x[n] = 24 cos(mn) — sin(mn/2) 4+ 2 cos(mn/4 + w/4)

lasalida sea
y[n] =4 — 2sin(mn) + 2 cos(mn/4).

Determinar larespuesta de frecuencia del sistema serd una operacion directa una vez que desarrollemos
las expresiones para x[n] e y[n] en sus componentes exponenciaes complegos:

xz[n] = 2+ cos(mn) —sin(mn/2) + 2 cos(mn/4 + 7 /4)
1 1 . 1 . 1 4 1 . 1 .
- 9 - jmn - —jm\ _ [ = _jmm/2 _ ~ _—jmn/2 2= j(mn/44m/4) = —j(mn/44m/4)
+<26 +26 ) (Qje 2j€ + 26 —|—2€
_ 2€j0 + 1 ejﬂn + lefjﬂn . i ejﬂn/2 + i efjﬂn/Q + ejﬂn/4€j7r/4 + efjﬂn/4€7j7r/4 (1)
2 2 2j 2j
yln] = 4—2sin(mn) + 2cos(mn/4)

1 . 1 - 1 . 1 .
— 49| i _ =i 210 = jmn/4 - _—jmn/4
(2],6 2],6 ) + (26 + 26

_ 4€j0 R R L 6]7rn/4 + 6—]7rn/4 (2)
J J

A continuacion, podemos hallar H (e/+) utilizando los dos enfoques siguientes:

(1) Considerelaecuacion (1) como lasumade las funciones propias e/“" que comprenden la entrada
X[n]. Mediante la superposicién, lasalida y[n] tendralas mismas funciones propias multiplicadas
por losvaorespropiosdel sistema, es decir, ¢/“" H (/) (consulte laseccidn 3.2 de O& W, pég. 183)

, 1 1 _. 1 . 1 , . A . .
.T[TL] _ 2€j0 + 5 eI §€—J7Tn . Q_jeﬂrn/Q + Z 6—]7rn/2 + €j7r/4e]7rn/4 + e—j7r/4€—j7rn/4
y[n] — 46]0 S eIm™ 4 - e Im™ | <0>e]7rn/2 + (0>67]7rn/2 + 6j7rn/4 + e*ﬁrn/4
J J

Si emparejamos las funciones propias de laentraday la salida, podemos hallar los valores de

11



la respuesta de frecuencia:

—72, w=-T
T =1
2, w=0~0
— H(e) =S e ™4 w=1
72, w=Tm
0, w==+7
L7, delo contrario

El signo de interrogacion de la expresion anterior indica que no tenemos informacién suficiente
para determinar |a respuesta de frecuencia del sistema a esas frecuencias. Larazon es simplemente
gue laentrada que excit6 el sistema no contenia esas frecuencias.

(I1) Considere las ecuaciones (1) y (2) como las ecuaciones de sintesis para x[n] e y[n], respectivamente
e imagine la frecuencia fundamental, w,, como el factor comin mayor paralas frecuencias de los

sinusoides, esdecir, wo =7y N = 8.

. 1 . 1 ) 1 . 1 ) ) ) ) .
- 9 30 - jmn - —jmn __ — _jwn/2 & —jm/2 jrn/4 jr/4 —jmn/4 —jn/4
l‘[n] = (& +26 +2€ 2]6 +296 + e € + e e

) 1 ) 1 ; —1 . 1 .
9 i Owon | (2 gi@won o (L) gi-aywon o (T2 gi@won 4 [ L) Li(-2)won
(2)e +{5)e +{5)e g )e tg)e

+ (ejﬂ/‘l) el (Dwon + (e—jﬂ/4) eJ (=Lwon
. 1 . 1 ) . .
y[n] — 46]0 — ™y ZeTim ej7rn/4 + efywn/zl
J J
— (4) ej(O)won —+ (]) ej(4)won + (—]) ej(*4)won L0404+ (1) ej(l)won 4 (1) ej(71)w0n7

donde el entero que va entre paréntesis en el exponencial correspondiente a indice k y el nimero
que vaentre paréntesis delante del exponencia esel a, y b, correspondiente parax[n] ey[n],
respectivamente.

(—j2, k=-4
A k=1

; 2, k=0

.+ H(edh0) = * H(e*5) = e im/d | =1

ag
j2, k=4
0, k=42
?, delo contrario

12



Problema 5 Calculelatransformadade Fourier de cada una de las isguientes sefides.

(a) 2(t) = e M cos2t
Tratar de calcular latransformadade Fourier de x(t) mediante la ecuacion de andlisis (O&W,

pag. 288) puede requerir una larga integracion. En su lugar, utilizaremos las propiedades de la
transformada de Fourier.

Sea z(t) = eI cos 2t = s(t)p(t), donde s(t) = eIty p(t) = cos 2t.
A partir de la propiedad de la multiplicaciéon (O& W, seccion 4.5, pag. 322) tenemos.

. L[>, : 1 . .
X(iw) = 5 [ SUBPw = 0)d0 = 5= () + )
A continuacién, tenemos que hallar las transformadas de Fourier de s(t) y p(t) eintroducirlas
en la expresion anterior.

_ 2 2a
emoltl T,

A partir del ggemplo 4.2 (O&W, péag. 291): 21

2

st = e M T S(jw) = s

A partir delatabla 4.2 (O&W, pag. 329):  coswot <2 m[6(w — wp) + 6(w + wp)]

. p(t) = cos 2t NN P(jw) = 7w[d(w — 2) + §(w + 2)]

X(o) = o= [ SGOPGE -0
= % h ﬁw[&(w—Q—@) +d(w+2—0)|do

[e.e]
o0

1 1
= 1+(w_2)2+ 1+ (@22 (recordandoque/

Comprobemos de huevo nuestra respuesta con ayuda de la ecuacién de andlisis y considerando que
lafuncidn de coseno se puede expresar como |a suma de exponenciales comple os.

G(0)3(t — to)dt — g(to)

—00

13



g

x(t) ej“dt:/ e~ cos 2t e79¥dt

o0

|
8

oo
e cos 2t e 9 dt + / et cos2t e IUdt
0

[e=]

I
\é\o\

!
8

et le>j%+1€_j2t e Ivdt + Ooe_t leﬂt—kle—j% e vdt
2 2 0 2 2

2

—
8 (e}

(HHi2-3) | t-2jw) gy 4 L / T2 - 1-i25) gy
0

1 . 1 Ll ~1 . ~1
l+2—jw  1—-j2—jw)  2\-14+2—jw  —1-j2— jw

N = N = N =

7~ N7 N

1 1 1 1
- + - + - + -
1+j2-—w) 1-j2-w) 1-j24+w) 1—|—j(2+w))
1

1
= ue es la mismarespuesta.
T2-wp? 1+@2top ' P

(b) Lasefid x(t) indicada a continuacion:

Observe que la sefial x(t) consta de dos trenes de impulsos con desplazamiento en el tiempo, por o que utilizaremos
la siguiente propiedad de |la transformada de Fourier y €l par basico de latransformada de Fourier X (jw) (véanse
lastablas 4.1y 4.2, O&W, pégs. 328-29):

x(t —t,) AN e ¥ X (jw) Z d(t —nT) N 2% Z J (w — #)

n=-—o00 k=—00

14



+.Z'2 Zét—nT—l

n=—oo
[e o]

o %25(

2k

w_—

15

)

i (t—nT+1)

n=—oo

, donde T=3

:4—7T51nw Z 5(@0—@)



Problema 6 Determine la sefia de tiempo continuo correspondiente a cada una de las transformadas
siguientes:

(a) X(jw)=j[0(w+1)=d(w—-1)] =3[0(w—7) + 0(w + 7)]

A partir de latransformada de Fourier de los sinusoides de latabla 4.2 (O&W, pag. 3.29):

coswot <2 7 [6(w — wp) + 0(w + wo)] sinwotéZ[é(w—w@%—é(w—i—wo)]

X(jw) = j0(w+1)=d6w—-1)]=3[0(w—7)~+0(w+ )]

1 3
= T w—1) = 8w+ 1)] - 2 [6(w — ) + 8(w + )]
T J T
) 3
— x(t) = —sint — — cos7t.
T 7r
(b) X(jw) = 2sin(2w — 7/2)
- : Lojew-n 1w
X(jw) = 2sinRw —7m/2) =2 =72/ — — /%72
2j 2
= L _ L s
J J
1 1 A _
— _.€]2w _] _ _.6—]2w ] _ _6]2w _ 6—]2w
7€) 3 (7)

— a(t)=—56(t+2)—5(t—2) ,delatabla4.2 (O&W, pag. 3.29).

Por otra parte, también podemos expresar X (jw) delaforma:
X(jw) = 2sin(2w — 7/2) = —2 cos(2w)

Utilizando la propiedad de la dualidad (O& W, seccion 4.3.6, pag. 309):

1 1
50(t = o) + 50(t + to) s coswt,

s a(t) = —2 %5@ —2)+ %5@ +2)| = —8(t—2) = 5(t+2).

16



Problema 7
siguientes:

{L'l(t)

—_—

Responda a las preguntas planteadas en O& W, 4.24 (a) para cada una de |as sefidles

1
l o 1 U
—1
o (t)
1
-3 -2 -1 0 1 2 3 t
w3(t)
1 . — —
-3 -2 -1 5 6
1 2 I\\//’t
S

Determine cual de las sefiales representadas tienen transformadas de Fourier que cumplan cada una de
las condiciones que se indican a continuacion, en €l caso de que exista alguna de estas sefial es:

(1) Ref{X(jw)} =0

Antes de comprobar estay otras condiciones, repasemos una propiedad Util de la transformada

de Fourier de una sefia real x(t):

Ev{a(t)} <2 Re{X (jw)}, Od{z(t)} 2= jSm{X(jw)} (O&W, seccién 4.3.3, pag. 303).

17



(3)

A continuacion, para comprobar esta condicion, observe que X (jw) no tendra parte real solo si x(t)
es una funcion impar, esdecir, x(t) solamente tiene un componente impar — x(—t) = —z(t).
Mediante un examen, esfacil ver que sblo esimpar x;(t¢). Por lo tanto, esta condicion es verdadera
para X (t) y falsapara z,(t) y x3(t). Observeque x3(t) no se puede describir como par o impar,
lo que significa que tiene componentes pares e impares y, por consiguiente, su transformada de
Fourier deberiatener tanto partes imaginarias como reales.

Sm{X(jw)} =0

Al igua queenlacondicion anterior, X (jw) no tendréparteimaginariasolo si x(t) esuna
funcion par, es decir, x(t) solo tiene un componente par — z(—t) = x(t).

Mediante un examen, X.(t) eslalnicasefial par y, por tanto, esta condicion es verdadera para X,(t)
y flsaparax;(t) y x3(t).

Existeun o real tal que ¢/°*“X (jw) es real.

De nuevo, la Unicaforma de que una sefial real tenga una transformada real de Fourier es que dicha
sefial sea puramente par. El exponencial complejo que se multiplicapor X (jw) sefialaal desplazamiento
de tiempo (véase O&W, seccién 4.3.2, pag. 301). Por lo tanto, esta consicion pruebasi se puede
convertir la sefial en par desplazandola en € tiempo.

Esta condicion solo puede ser verdadera para una sefial aperiddica s la sefial tiene componentes pares
eimpares. Larazon es que para que una sefial aperiddica sea par o impar debe existir una simetria.
Realizar un desplazamiento de tiempo de dicha sefial destruiria esa simetria de forma que la sefial no
podria ser descrita después como par o impar. Por otra parte, esta afirmacion no es ciertaen € caso
de las sefales periddicas. Por ggemplo, las funciones de seno y de coseno son imparesy pares,
respectivamente, y las unas se puede convertir en las otras mediante un desplazamiento de tiempo
(por g emplo, mediante un desplazamiento de tiempo de un cuarto de periodo).

Volviendo alas tres sefiales de las que disponemos:
x1(t) esimpar y no puede convertirse en par mediante un desplazamiento de tiempo, como explicamos.

xo(t) yaespar — cumplelacondicion, con « = 0.
x3(t) essimétricapar aproximadamente en ¢ =2 — cumplelacondicion, con « = 2.

7 X (jw)dw =0
M anipulemos un poco laintegral para observar que esta condicién simplemente significa que x(0) = O:

[ xae =[x 0a o | [ XGoea]
—00 —00 T —00

1 [ -
= 27 {—/ X(jw)e]wdw}
2m J_o 0

= 27w x(0) (ecuaciéndesintesis: O&W, seccion 4.1.1, pég. 288)

18



Al examinar los valores de las sefialesen t = 0, podemos ver que esta condicion es verdadera para
X1(t)y z3(t) y falsapara z,(t).

(5) [7 wX(jw)dw =0
Al igual que en la condicién anterior, manipulemos un poco laintegral:

/ CLJX(jw)dw = / WX(jW)e]w(O)dw = _71' |:_/ ij(jw)ejw(O)dw

0 0o ¥ 2 o
27 [ 1 /OO . ] ot
= — |=— JwX (jw)el” dw}
J [% —oo ) 1=0
21 d . . .. .
= — Em(t) , de la propiedad de diferenciacion en el tiempo
J =0

Si comprobamos la condicion en laque x;(0) = 0, podemos ver que es verdaderapara X; (t) y x»(t)
y falsapara x5(t).

(6) X (jw) es periodico.
Una forma de comprobar esta condicién seria utilizando la relacion de Parseval para sefial es aperiddicas:

o 1 oo L ;
/ |lz(t)]2dt = %/ |X(jw)|?dw  (O&W, seccion 4.3.7, pag. 312)

El valor calculado en cadalado de la ecuacién anterior es la energia de la sefial.

En general, unasefid finitarea tendriaenergiafinitas lasefia fueselimitadaen e tiempo, esdecir
S existiese « > 0, tal que z(t) = 0, para |[t| > «. Por el contrario, unasefid finitarea
periddicatiene potenciafinitay energiainfinita.

Igualmente, una sefial con una transformada de Fourier periddica tiene energia infinita, lo que significa,
segun €l teorema de Parseval, gue una sefial con energia finita no tendra una transformada de Fourier
periodica. Para consultar la discusion sobre este tema, véase la seccion 4.1.2, O&W, pég. 289.

Si utilizamos este enfoque, podemosver que X»(t) y x3(t) tienen energiafinita, esdecir,
75 z(t)*d < oo , 'y, por consiguiente no tienen una tranformada de Fourier periédica.

Un impulso es no finito, por o que no podemos aplicar la prueba anterior en x;(¢). Sin embargo,
observe que x(t) tiene un gran parecido con latransformada de Fourier de una onda sinusoidal
(véaselatabla4.3, O&W, pég. 329). Por dualidad, esto indica que X3(jw) sera sinusoidal y, por
consiguiente, es periddico.
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Problema 8 O&W, 4.25.
X (jw) indicalatransformada de Fourier dela sefial x(t) que se muestraen lafigura P4.25.

-3 -2 -1 0 1 2 3 t

(a) w) se puede escribir como A(jw)e’’U«), donde A(jw) y 0(jw) sonredes. Halle f(jw).

w) = A(jw)e’’0) = | X (ju)]e X6

*.- x(t) essimétrico aproximadamentet = 1 (a partir de lafigura P4.25, trazada de nuevo anteriormente).
unasefia ¢(t) = xz(t + 1) essimétrica aproximadamente t=0

g(t) espar — G(jw) esreal.

sx(t) =gt —1) N X(jw) = G(jw)e W = A(jw)e?U)
Antes de repasar €l Ultimo paso parahalar 6(jw), subrayemos un matiz importante:
Si suponemos que A(jw) = | X (jw)| Y 0(jw) = £ZX(jw), pude que resulte imposible hallar
0(jw) sincalcular, enredlidad, Z/G(jw). Sin embargo, hemos de resolver este problema
sin evaluar explicitamente ninguna de las transformadas de Fourier. Larazon es que, aunque
G(jw) esred, nosignificaque ZG(jw) = 0. Estoesasi porque G(jw) tendria un valor
negativo en algn rango de w. Enestecaso, ZG(jw) = +m, yaque, por definicion, la
magnitud tiene que ser positiva.
Afortunadamente, existe una solucién para este dilema: la Unicarestriccidn que tenemos es que A(jw)
y 0(jw) sean reales. S incluimoslasefia de X (jw) en A(jw), encuyo caso A(jw) sigue siendo
real, pero no necesariamente positivo, entonces ya lo tenemos. En este caso:

X (jw) = Gjw)e W = A(jw)e Uy - G(jw) esred
*. unacorrespondencia posible de LHS y RHS es:
A(jw) = Gljw) Yy I0Gw) — o—iw(l) — —jw
— 0(jw) = —w.
(b) Halle X(50)

X(j0) = / :c(t)ej“(o)dt:/ z(t)dt = (dreatotal bajo lacurva)

o0 — 00

X(0) = 2B-(=D]-M)1) =7.
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(c) Halle [7° X (jw)dw.
2(0) = % /00 X(jw)dw — /00 X(jw)dw = 27x(0) = 27(2) = 4.
(d) Evalle [7 X (jw)2ee ei?dy,

Sea Y (jw) = 252« 7% por lo tanto:
o0 2 : ) o0
/ X(jw)ﬂeﬂ“dw = / X(jw)Y (jw)dw
. w oo
1 [ A
= 27 {2—/ X(jw)Y(jw)eW(O)dw}
T —00

1 o0 )
= 27| — X(1u)Y (7 jwit
w[% / "X (Y el deo

= 2mx(t) xy(t)],_, (véaselaseccion4.4deO&W, pag. 314)

{<T -
0. I1<Th 7 sanuti (geatablas.2 de O&W, pag. 329 o
L |t|>T )

giemplo 4.4, pag. 293), por lo tanto:

Sabiendo que ¢(t) =

1, 3<t<—-1 & _ 2sinw(1) .
y(t) = . =—"¢
0, delocontrario

3
— x(t) xy(t)],.g = / x(7)dr = 3.5 (como muestrala siguiente figura que indica la convolucion)
1

-3 -2 -1 0 1 2 3 T

— / X(jw)% e dw = 27(3.5) = Tr.

21



(e) Evallle [~ |X(jw)|?dw
A partir del teoremade Parseval:

/ (t)|2dt = —/ X (jw)|Pdw (O&W, seccion 4.3.7, pag. 312)

ﬁ/ (jo)[2dw = QW/_Z lo(t) Pt
= 27 {/01(2)2dt+/01(2—t)th—k/12(t)2dt+/23(2)2dt}

2-03" B 1 8 8 1
= o |4 | 4| =2r[4—(5—2)+=—=+4
T4t T 0+31+ G-3)+3-3+
_ 2w(§) 767
3 3
|z(8)]?
A
t2
1__

-3 -2 -1 0 1 2 3
Observe que una propiedad Gtil de la transformada de Fourier que hemos utilizado muchas veces

es ahoralasiguiente:

27z (0 <—>/ X (jw)dw, y por duaidad : / dt<—>X(]O)

(f) Dibuje latransformadainversade Fourier de Re{ X (jw)}.

La clave pararesponder a esta pregunta esta en recordar que la parte real de unatransformada de
Fourier corresponde a la parte par de la sefia (como se discutio en €l problema 7):

Ev{z(t)} <Io Re{X (ju)}, Od{z(t)} 1> jSm{X (jw)} (O&W, seccion 4.3.3, pag. 303).
Pararesolver la parte par, utilizamos laférmula siguiente:

re = E0{a(t)} = glelt) + (1)) w0 = Odfa(t)} = Slr(t) — (1)
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Conviene comprobar que X, (t) + x.(t) = z(t) . Observe que e dibujo parala parte impar de
X(t) que seincluye agui a modo de g emplo no era necesario en €l problemaoriginal.

Como apunte final, podemos vernos tentados a hallar la transformadainversa de Fourier de Re{ X (jw)}
desplazando x(t) alaizquierdaunaunidady, de este modo, haciendo que sea simétrico, |o cual nos daria
unatransformadareal de Fourier. Seriaméas facil convercerse uno mismo de lafalsedad de ese método,

s recuerda que e desplazamiento de una sefial en el tiempo modifica el angulo de su transformada de
Fourier, pero no afectaalamagnitud. Esto significaque laparterea de latransformada de Fourier

de una sefial cambia con el desplazamiento de tiempo de esa misma sefial. (Sugerencia:

Ae?? = Acosf + jAsin6).
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