Senales y sistemas
Otono 2003

Clase 10
7 de octubre de 2003

Ejemplos de la transformada de Fourier en tiempo discreto.
Propiedades de la transformada de Fourier en tiempo discreto.
Propiedad de convolucién: implicaciones y usos.




/ Par transformada de Fourier en tiempo discreto \

x|n| «— X(ejw)

0.9

X (ew) — —jwn — Ecuacion de analisis
@)= Y alnle
n=—00
x\n| = S X (e7%)el*" dw — Ecuacion de sintesis
27 Jor — TF inversa

- /




Cuestiones de convergencia

Ecuacion de sintesis: ninguna, ya que se integra sobre un intervalo finito

Ecuacion de analisis: son necesarias condiciones analogas a la TF en
tiempo continuo, por ejemplo:

oS
Z 2[n]|* < oo — Energia finita
n=—o00
or
0
Z zn|| <00 Completamente

e — 60 sumable




Ejemplos
Analogos a los ejemplos de tiempo continuo de la clase 8

1) x[n] = d[n]
ejw Z 5 —jwn _

nN=—oo

2) x[n| = 6|n — ng] - shifted unit Samli)
(muestra unitaria desplazada)

X(@) = 3 ol nglein = e

— Same amplitude (=1) as above, but with a linear phase —wny
(La misma amplltud (=1) que anterlormente pero con una fase lineal - wny)




Mas ejemplos

Funcion de decaimiento exponencia

o0

a"ul[n],|a| < 1 - Exponentially decaying function

Formula de suma infinita

X)) = ae IV = (ae™9%)
lae—7v|<1
B 1 B 1
. 1l—ae v (1—acosw)+ jasinw
(| a=0
i
: 1 1
X (el = (va
‘ ( )‘ \/1 o 20’ COSW —I_ CL2 —27 -7 L] 1I' 2T W
: 1 1
w=0: X(e¥ = = X (el <
() V1—2a+a? 1—a L ’
. 1 1 J\/\
w=m:X("Y) = = =
\/1+2a—|—a2 1—|_a 2 —T 1“30 m 20




Mas aun

n J—
4) Pulso rectangular en tiempo discreto o) (trazado para N, = 2)

-N¢ 0 Ny n
ok ! . sinw (N7 + 3)

X(ejw): Z o Jwn _ Z (e—jw>n: Sin(w/z) :X(ej(w—szr)>

n=—Ni n=—Ny

S

2T \/ \/ 0 \_/ \/ 21







TF en tiempo discreto de exponenciales complejos

on diempo continuo, . (1) = 70" «— X (jw) = 216 (w — wo)

¢Que pasa con el resultado _ _jwon Jwy _
en tiempo discreto?: z[n| =e — X (&%) =7

a) Esperamos un impulso (de area 2m) en o = o,
b) Pero X(¢®) debe ser periodico con periodo 2n
De hecho:

o0
X(e?¥) = 2r Z d(w — wo — 27m)
m=—0co
Nota: la integracion en la ecuacion de sintesis es sobre un periodo 2,
solo es necesario X(e¢/®) en un periodo 2z. Por consiguiente,

1 T > , .
ZE[’FL] — %/ 2m Z (S(CLJ — Wy — 27Tm) el dw = el¥on

m=—oco
(. S/
"

X (eiw)




Sefales periodicas de la TF

en tiempo discreto zn| = z|n + N|
ikwon . Ecuacion de sintesis de
— ] —
z[n] = E ,r AL € y WO — 7y las series de Fourier

k=<N> (SF) en tiempo discreto

F the last jkwon 9 0w — kwa — 2
From the last. page: ¢ T 2 0w —kwo —2mm)

m=—0oo

. o0 Linealidad
X(e/) = Z ar |27 Z 6w — kwg — 2mm) (jt?elri;)Fen

k=<N> M=—00

discreto

= 27 Z apd(w — kwo) = 27 Z aké(w—%)

k=—0o0 E=—o0




Ejemplo 1:

x[n| = sinwon =

1
— €
2]

1
—C
2]

Jwon __

funcion senoidal en tiempo discreto

—Jwon

X =2%" 5(w—w0—27rm)—g Y bw +wo — 27m)
J

m=—oo

m=—aoco

X(el®)
i i i
-27- ) | -0, | 27- ), | | cee
| _ 2|Tl: 2 T, | o, | 2|’m 21+, o
Y Y. Y.
-7/ j —Tt/] —T/j




Ejemplo 2: tren de impulsos periddicos en tiempo discreto

o0
z[n] =  6[n—kN] wo = 21t /N
k=—o0
x[n]
1
-N 0 N 2N n
1 —jkwon
Uk = 5 Z x|n|e 770
n=<N>
1 N—-1 ' X(el®)
= — x[n] e~ Ikwon
N =~
=d[n] 21/N
Y
. 9 o0 Ik cee
X(e) =20 3" (w_ L
k=—o0 2n -
N

— También tren de impulsos periodicos en el dominio de la frecuencia




ﬁopiedades de la transformada de Fourier en tiempo discm

oo
X (eI¥) = Z x[nle ¥ — Analysis equation
“ (Ecuacion de analisis)
n=—oc
1 WY jwn . .
zln] = — [ X()e*"dw — SEynthesw equation
2T Jon (Ecuacion de sintesis)

TRV (w2 _ jwy — Diferente dela TF en
1) Periodicity: X(/+27) = X(e™) ™ fompd coninuo

2) Linearity: axi[n| + bxs[n| «— aX1(e’¥) + bX3(el)

\(Linealidad) /




Mas propiedades

3) Time Shifting: r[n — ng| «— eI X (eI¥)
(Desplazamiento de tiempo)

4) Freq'uency Shifting: e/“omg[n] «— X (ed(ww0))
(Desplaz. de frecuenma)

— Implicaciones importantes en tiempo discreto debido a la periodicidad

Ejemplo X(e*)

wo =7, y[n] = e?™xn] = (—1)"x[n]

Y(E®) = X(e@M)

HF

LF ®




/ Mas propiedades aun \
) Ti . , :

ime Reversal: (inversion de tiempo) |
t[-n] — X(e¥)

6) Conjugate Symmetry: (simetria de conjugacion)

z[n| real = X (/%) = X*(e %)

|
X (e7¥)] and Re { X (/%) } even functlons
a%n) ?son ungignes pares)
/X (e7¥) a d Im {X (e?¥)}are odd functions
(son funciones impares)
and (y)
real y par .« (real y pa
x|n| g“eaﬁya% even < X (e/¥) 1(°eai an )even

\ z[n] real and odd < X (e/*) purely i 1ma%1nar anw
(real e impar H)uramente Imaginario e impar)




Incluso mas propiedades

7) Expansion de tiempo. 1 ( , (w)) La escala de tiempo es
a

t) «— —X P :
recuerde la prop. de TC: z(at) al J Infinitamente fina

Peroen TD: x[n/2] no tiene sentido
x[2n] pierde los valores impares de x[#]

Pero podemos "ralentizar" una sefal en TD insertando ceros:
k— un entero > 1
Xln] — insertar (k - 1) ceros entre valores sucesivos

X[n]

gt

tota2 n

Insertar dos ceros
en este ejemplos

SRRRRANEE N




Expansion de tiempo (continuacion)

0

if n is an integer multiple of k (Si n es un entero
multiple de kg

otherwise (si no) — Alargado por un factor de
k en el dominio del tiempo

= Z (k) [n]e 4" i Z Z (k) [mk]e 7™k

T(pn] =
Xy (€7%)
X(e®)
|
-t -T kL%
2 2

AN

m=—0co

Z 2[m]eI*)™ = X (e7%) . comprimido por un factor de

de k£ el dominio de la frecuencia

Xafe)=X(e*)

w(a T
oA
ua|;=l -1
o3
a
e




¢ No hay fin a estas propiedades?

8) Diferenciacion en frecuencia

0. @)
X(ev) = Z z[n)e v
N=—00
d oo
X(e¥) = —j nxnle <"
B = 2
U multiply by j on both sides (multiplicar por j en ambos lados)
. . -7 d ) . - -7
Multiplicacion nzln] ©  j—X () leerenCIaCI(_)n
por n dw en frecuencia
9) Relacion de Parseval
- 1
> lelnlP = 5o | 1X(e)Pdo
27T
n=—oo ~ W
Energl'effotal en el Energia total en el

dominio del tiempo dominio de la frecuencia




Propiedad de la convolucion

Y

z|n| hin] ~y|n] = hin| x z|n]

Y(e’¥) = H(e!*)X ()

= Frec%uency response H(e’*) = DTFT of the unit sample response
(Respuesta de frecuencia (...) = TF en tiempo discreto de la respuesta a muestra unitaria)

jemplo 1: -
x[n] = eI9on «— X (eI¥) = 27 Z d(w — wo — 27k)
k=—o0
Y (e?%) = H(e7%)2n f: §(w — wo — 27k)
k=—o00
= 27 f: H (/@020 6(w — wy — 27k)
k=—o0
Hoey  H(€0)2m i §(w — wo — 27k)
k=—o0

Y -
\ yin] = H(ew)eion




Ejemplo 2:

filtro ideal de paso bajo
H(el®)
1
| | | |
2T P 2N
1 [% . sin w.n
hin] = — ! dw =
2w ), ™
h[n]




Ejemplo 3:

sin(mn/4) . sin(7wn/2)
™
4
1 !
X
—1/4 T4 ®  —m/2 w2 ®

sin(7n/4)

mn

f

1

—T/4

/4 ©
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