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Soluciones del boletin de problemas 2

(E1) O&W, problema 1.38(a)

(@) A partir delaFigura 1.34 en O&W, tenemos lo siguiente:

oa(t)

D=

Figura 2.01.1: pulso estrecho

A continuacion, considere d A (2t), que es unaversion comprimida en el tiempo delaFigura 1.34
en Oppenheimy Willsky.

a(2t)

el

[N

Figura 2.01.2: pulso estrecho comprimido en el tiempo

El &rea bgjo este nuevo pulso es, por supuesto, % Si tomamos € limitecomo A — 0, obtenemos:



5(2t) = lim 3a(21)
1

El areabajo laque permanece 5. A partir del resultado de la seccion 1.4.2 del libro de texto,
tenemos:

5(2t) = %5(75)

También podemos mostrar esto utilizando larelacion 1| ua(2t)

entre la funcién de escalon unitario y el impulso un(t)
unitario (esdecir, e impulso unitario esla derivada
de tiempo de una funcion de escalon unitario). Paraun
A dado, laaproximacion de los dos escal ones unitarios . t
ua(t) y ua(2t) semuestra aladerecha. Observe
que ua(2t) alcanzalaunidaden ¢ = 2.

ol

Si realizamos un cambio de variable s = 2t donde ds = 2dt , 5a(2t) Sa(t)
y utilizamos la ecuacion (1.73) en O& W, obtenemos: A

dua(s)  dua(2t)
ds  2dt
Ldus(2) 12 _ 1
2 dt  2A A +
0

(SA(S) =

o[>
>

El dreaencerradaen i, (2t) eslamitad delade
da(t), como se muestra aladerecha. Puesto que §(t) esta definido
por su &rea, obtenemos §(2t) = 146(¢). Engeneral:

se mantiene para cualquier nimero real a no cero. Lo anterior es
una prueba de la propiedad de escala de tiempo, que nosindica
que simplemente reducimos d A (t) por un factor de dos.



(E2) O&W, problema 2.33 (a-(i))

(@0 (i) Esnecesario gue hallemos las soluciones homogeneay particular, siendo la solucion
final la suma de las dos. Comencemos por la solucién particular, alaque
denominaremos y,(¢). La solucion particular tomalaformade laentrada para t > 0,
yp(t) = Ae®. Si sustituimosen (P2.33-1) parat > 0 obtenemos,

3AeM 124" = &
A =

¢)

ot =

Que nos dala solucién particular, y,(t) = e*.

Parala parte homogenea, probemos un exponencial general, de nuevoparat > 0. S
denotamos la solucién homogenea como (), tenemos y;,(t) = Be® donde B y s
son constantes que han de determinarse. Si sustituimos en (P2.33-1) con laentradafija
en O, tenemos:

Bse® +2Be? =

s+2 =0
s = =2
Por consiguiente, la sol uciéon homogenea toma la forma de Be=?. Lasalidaviene dada
por tanto por:
y(t) = un(t) +yp(t)
1
— B —2t — 3t
e + 5e
Sabemos que el sistema estaba inicialmente en reposo, por loqueen t = 0 lasalida debe
Ser cero:

1
y(t) = Bt g o

B = —=

Por tanto, lasaliday(t) = —1e 2 + Le™.
Observe que hemos tenido que resolver para B con lainformacion adicional (ademéas dela
ecuacion diferencial) que indicaba que el sistema estaba inicialmente en reposo. Esto se debe
aque las ecuaciones de diferencias de coeficientes de constante lineal (LCCDE) NO son

caracterizaciones completas de sistemas. En términos generales, hecesitamos més informacion
para calcular la salida cuando nos dan una sefia de entrada.
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(E3) O&W, 2.44 (a)

(a) Considere las sefiales generales que cumplen las restricciones dadas, tal como seindicaa continuacion.
Observe que € gréfico es unaversion de tiempo invertido de ().
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Figura 2.03: x(t) y h(t) en puntosderupturaen inversion y desizamiento




Si utilizamos el método de inversion y desplazamiento pararealizar la convolucion, observamos que
el producto de las dos sefiales (basado en la superposicion) es, primero, noceroent = -1, — Ty y

cesadeserloen ¢t =T + T». Por consiguiente, lasalida, y(t) escero para |t| > T} + Ts.

Por lo general, cuando se convolucionan dos sefiales de duracion finita en tiempo continuo, el resultado
comienza siendo no cero en la suma de |os indices de tiempo cuando |as dos sefial es original es comienzan

siendo no cero. Igualmente, € resultado de la convolucion termina siendo no cero en lasumade los indices
de tiempo cuando | as sefial es que se convolucionan terminan siendo no cero.



Problema 1

() Generamente, resulta mas sencillo hallar la convolucion de secuencias de corta duracion en
tiempo discreto centrando copias de una de las sefiales aproximadamente en cada muestra no cero
delaotrasefid y realizdndolas a escala del valor de la muestra en esa ubicacion. El resultado esla
suma de todas las sefiales escaladas y desplazadas. Por consiguiente, y[n] viene dada por la suma
de las siguientes sefiales:

x[n + 2]

2__

1__
s [ ]

—@ L 4 L 4 L 4 L 4 L 4 L 2 @ n
1—4—3—2—1 1 2 3 4 5
_]_ 4
94

—z[n + 1]
2__
1__
I 2 1
—@ L 4 @ L 4 L 4 L 4 L 4 L 4 n
6 -5 —4 -3 l 1 2 3 4 5
—1e
_2 4




—@ L L L L L 4 L 4 @
—6—5—4—3—21 1 i 5
—1 +

x[n — 3]
2__
I
—@ L 4 @ @ L L L @
-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5)
Figura 2.1.a.1: x[n] escaladay desplazada
La suma de estas da como resultado |la siguiente secuencia para y[n]:
y[n]
3T ®
2__
1__
—6 =5 I -2 -1 I
—@ @
l —4 -3 l l 1 2 3 4 5
—1

Figura 2.1.a.2: y[n|
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(b) En este apartado podemos utilizar de nuevo el método de escalay desplazamiento, yaque la
secuenciax[n] es de cortaduracion, tal como se indica a continuacion:

|
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ot
|
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we
~0
[y )

Figura 2.1.b: z[n]

Por consiguiente, podemos escribir |a salida como la suma de entradas escal adas desplazadas:

yln] = 2"u[2 —n] + 2" [l — n] + 2" 2u[—n] + 2" P3u[—n — 1] + 2" u[—n — 2]
4
= Z 2" hy[2 —n — K]
k=0



Problema 2

(&) A partir de ladefinicion de la convolucion tenemos la siguiente expresion parala salida
y(t):

o0

y(t) = / h(t — 7))z (T)dT

o

Basandonos en x(t) y h(t), podemos dividir laintegracion en dos regiones, tal como se indica
en el diagrama. Losrangosson t < —1y t > —1.

AN
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Parael rango t < —1, laregion donde x(7)h(t — 7) esno cero vadesde —1 — oo. Por o tanto,
la expresion para y(t) viene dada por:

y(t) = / ) h(t — 7)a(7)dr = / R

1 -1

00 1 0o
— th/ e—37'd7_ — th |:__e—37':|
1 3 1

Parael rango t > —1, x(7)h(t — 7) esno cero para T > t. Por |o tanto, la expresion para y(t)
viene dada por:

y(t) = /t h h(t — 7)a(T)dr = /t QI

10



(b) Aqui podemos dividir h(t) en h(t) = hy(¢) + hs(t), donde h,(t) eslaparte con formade"caa" de
h(t),y ho(t) sonlosdosimpulsos. y;(t) e yo(t) denotan el resultado de convolucionar x(t) con
h1(t)y hs(t) respectivamente.

En primer lugar, calculemosy, (t). Paraéllo, fijamos h;(t) einvertimosy desplazamos x(t). En la
figura siguiente se representan |as diferentes regiones de superposicion.

h1(7'>

1
-
-1 1 2 3
x(t—T
—1<t<0 ( )
|
l
! T
t-1 ! ‘t+1
x(t—T1
0<t«l1 ( )
|
l
| T

Parael rango —1 < t < 0, € resultado de la convolucion es el areabajo e producto de las dos
sefiales, que viene dada por:

() = S(E+1(+1)

1
= 5(1t2+2t+ 1)

Parael rango 0 < ¢ < 1, €l areabgo € producto viene dada por:
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1 1
1 1
= t—t?4 =t =
+2 +2
1
—= §(1+2zﬁ—152)

Ahora x(t) y hy(t) son sefiales simétricas aproximadamenteent = 0 y t = 1, respectivamente.

Por lo tanto, la convolucion de las dos es simétrica aproximadamenteen t = 1.
El diagramaparay,(t) esel siguiente:

Y1 (1)

Con las distintas regiones de la curvatal como seindica:

~1<t<0, Y1 (1) :%(t2+2t+1)
0<t<1, y1(t) :%(1+2t—t2)
1<t<2, 1 (t) :%(1+2t—t2)
2<t<3, y1(t) :%(t2—6t+9)

12



La convolucién con h,(t) es directa, ya que es una convolucion con impulsos. Paraello, 1o tnico
gue necesitamos es centrar €l triangulo alrededor de los dos impulsos y realizarlo aescaladel area
que hay bajo cadaimpulso, que en este caso es 1, 1o cual nos da el siguiente diagrama para y,(t).

Las partes curvadas del diagrama vienen dadas por las siguientes expresiones:

—-1<t<0, y(t) :%(t2+2t+1)
0<t<1, y(t) :%(1+2t—t2)
1<t<?2, y(t) :%(1+2t—t2)
2<t<3, y(t) :%(t2—4t+5)
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Problema 3

(a) Puesto que larespuesta de muestra unitariaesno cero para n < 0, el sistemano escausal. Paratener
estabilidad, tenemos que asegurarnos de que la respuesta aimpulso es absol utamente sumable.

D Il = Y2

k=—o00 k=—o00

gue esfinita. De este modo, €l sistema es estable.

(b) Dadoque h(t) es 1 parat < 0, el sistemano escausal. Paratener estabilidad, larespuestaa
impul sos tiene que ser absolutamente integrable:

/ |h(t)|dt = / h(t)dt puesto que h(t) nuncaes negativo

o0

— /Z (u(l —t) — %e_tu(t)) dt
— /(; u(l —t)dt + /OOO (u(l —t) — %e_tu(t)) dt
= /Ooo 1dt + /OOO (u(l —t) — %e_tu(t)) dt

El primer término de la derecha de la ecuacién seintegra a oo pero el segundo término es finito,
lo significa que la suma de los dos términos esinfinita. Por tanto, no es estable.

—00

(c) Estesistemaescausal yaque larespuestaaimpulsos es cero paran < 0. Paratener estabilidad, la
respuesta aimpul sos debe ser absolutamente sumable.

im[k;n = Zh +Z —hlk

= i[ (0.99)*u[k] + Z [1— (0.99)"u[k]
= ) [1—(0.99)"]
= i1—§:(0.99)’f
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El segundo término de la derecha es finito, como ya sabemos por las series de potenciay la féormula
gue derivamos en €l boletin de problemas 1. El primer término de la derecha de |a ecuacion es infinito.
Por |o tanto, el lado derecho esinfinito, lo significa que el sistema no es estable.

(d) Puestoque h(t) = 0 paratodo ¢t < 0, este sistemaescausal. Ahora comprobemos la estabilidad
tomando laintegral del valor absoluto.

/ |h(t)|dt = / h(t)dt puesto que h(t) es siempre positivo

[e.9] o0

_ /OO e u(t — 1) — u(t — 100)]dt

o0

100
= / eldtdt
1

100

1
et

15

%<el5oo _ e15)

1

gue esfinito. Por lo tanto, el sistemaes estable.
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Problema 4

Podemos introducir los valores de la entrada en la ecuacion de diferencias para calcular la salida, teniendo
en cuenta que el sistema esta inicialmente en reposo.
Podemos rescribir |a ecuacion de diferencias de laforma siguiente:

y[n| = %y[n — 1] + 2z[n] — z[n — 2.

A partir de laecuacion de diferencias y de la sefia de entrada dada, observamos que la primera salida no
cero tiene lugar en n = —2, que es la primera entrada no cero. Podemos iterar através de los indices
detiempo n = —2 hasta n = 5. Después de eso, podemos escribir una expresion paralas restantes
muestras, puesto que la entrada ya no acciona el sistemadespuésden=5. Enn=6,7,8---, lasdida
depende solamente de la salida anterior. Vamos aiterar através de las 8 primeras muestras de salida:

yl-2] = 0+2-2—0=4

y[-1] = (%)-4+2-1—0:4
ylo] = (%)-4+0—2=0
y[l] = 040—1=—1

yl2l = —(%)-1+2-1—0:§
y3] = (%);+2-1—o:14_1
yl] = (%)-14—1+0—1:§
yls] = (%)%—1:_%

de n = 6 en adelante, la salida es s6lo una mitad de la salida anterior, por o que paran > 6, tenemos:

. 1\"" 13

n = — — - —_

Y 2 16

Por tanto, la solucion total eslaexpresion anterior, 1os valores calculados mediante iteracion 'y
y[n] = 0 paran < —2 debido al reposo inicial.
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Problema 5

Puesto que la convolucidn es conmutativa, podemos convolucionar x[n] con hy[n] seguido en primer
lugar por una convolucion con k4 [n| paraobtener y[n]. Comencemos convolucionando x[n] con h,[n]
eindicando € resultado como x;5[n|. x[n]y h[n] vienen dados por lo siguiente:

z[n]
2__
1le I
—@ L @ L L d L d o— N
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
—1 +
hg[n}
2__
le
—@ L L L I @ @ o— N
—4 -3 -2 -1 t 2 3 4
-1 4+
Por lo tanto, z[n] viene dado por lo siguiente:
xo[n]
2__
1 e
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
—@ @ L @ L L *— N
N
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A continuacion, necesitamos calcular la secuencia b [n], que a ser convolucionadacon z,[n] da
y[n]. Primero, basdndonos en los puntos de inicio y terminacion y[n], podemos determinar 10s puntos no
cero primeroy Ultimo de h,[n|. Esto esasi porque el primer punto no cero de y[n] se encuentraen el indice
de tiempo que es la suma de los primeros indices no cero de xs[n] y hq[n|, lo que significaque e primer
punto no cero de h;[n] seencuentraen n = —2. Igualmente, sabemos que e punto de terminacion se
encuentraen €l indice n = 0. Podemos utilizar |os mecanismos de inversion y desplazamiento para determinar

losvaloresde las muestrasentren = —2 y n = 0. Consideremos el siguiente diagrama como un
diagrama de tronco h,[n]:

hl [n]

1

-4 -3 -2 -1

c
° °
1
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Si invertimosy desplazamos z;[n| frentea hy[n| y lo comparamos con y[n], podemos obtener
lo siguiente:

hl[n]
b
a
I ¢
—o—o oo o o1
—4 -3 -2 -1 ‘ 1 2 3 4
To[—2 — n]
1__
—4 -3 I 1 2 3 4
° oo o o o o 1
l 2 -1
14
To[—1 — n]
1__
—4 -3 I 1 2 3 4
e ¢ 9o o o o N
l —2 -1
14
To[—n]

1
-4 -3 =2 -1 T 1 2 3 4
° °
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A partir del diagrama de x[—2 — n| deducimos que:
y[-2] = a+0
a = 2
A partir del diagramade x[—1 — n| deducimos que:
y[—-1] = b+0
b = 1

A partir del diagrama de x[—n| deducimos que:

yl0] = c—a
0 = ¢c—2
c = 2

De este modo, hemos hallado la secuencia completa h,[n] que viene dada por:

hi[n]
24
1
I 1 2 3 4
—@ L 4 L 4 L 2 L 2 *— N
4 -3 2 1
14+
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Problema 6

() Considerelaoperacion deinversiony desplazamiento para hallar el resultado de la convolucion de
X1(t) yhi(t) en t = 4. Sifijdsemos h(7) y realizasemos la inversion y el desplazamiento de x;(7),
obtendriamos el siguiente diagramaparaagun x(t — 7) (por determinar) y hq(7).

x1(T)

hl(T)

x1(4—1)
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A partir de este diagrama, queda claro queen t = 4, lasefia x,(4 — 7) idénticaa hi(7) dard
como resultado el mayor areabajo e producto de x;(4 — 7) y hi(7). Puesto que esto
aseguraralamultiplicacion de las partes negativasde hq(7) por los valores negativos de
x1(4—7), si x1(4 —7) esidénticoahy(7), () viene dado por:

£C1(’T)

(b) Igualmente, paralas dos préximas sefiales, tenemos el valor maximo de la convolucién en

t = 4 dado por versiones invertidas y desplazadas (por 4) de las propias entradas. Esto nos da
el siguiente diagrama para z(t):

xo(T)

Lasefial h ;(t) parecelamismainvertida (aproximadamentelalineat = 2) y sininvertir.
Por lo tanto, €l resultado esidéntico alarespuesta aimpulso y viene dado por:
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x3(T)

(c) El siguiente diagramarepresentalosvaloresdell x(t) x ho(t) Y x1(t) * hs(t), ademas de mostrar
lasefid x,(t) fijaday ho(t) y hs(t) invertidos y desplazados a la ubicacion adecuada.
Obviamente, el area debgjo de los productos es cero para los dos casos.
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x1(7)

h2(477‘)

h3(477‘)

x1(7)he (4 — 1)

24

x1(7)hs(4 — 1)




Lasiguiente figurarepresenta esto para X (t) * hy(t) xo(t) x h3(t). De nuevo, el reabgo los
productos es cero paralos dos casos.

z2(T)
1
-
2 4
-1
hi(4 —7) xo(T)h1 (4 —T)
1 1
T T
1 2 3 4 1 2 3 4
—1 -1
h3(4 —
hs(4 — 1) v2(T)ha(4 = 7)
1 1
-
-
1 2 3 4 Lz I3 4
-1 -1
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Lasiguiente figurarepresenta esto para Xs(t) * hy(t) z3(t) * ho(t). De nuevo, el areabajo los
productos es cero para los dos casos.

hy(4—7) z3(1)h1(4 —7)
1 1
T T
1 L I3 4 2 4
1 -1
ha(4— 7) x3(T)ha(4 — 1)
1 1
-
-
2 4 1 2 3 4
-1 -1
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Problema 7

Considere una sefial genérica (7). Se puede hallar €l valor de y(0) evaluando laintegral de
convolucionent = 0.

y(t) = /_OO x(T)h(t — T)dT

o0

Wy = [ ar(-riar

o0

Esto es simplemente el éreabajo el producto de las dos sefia es indicadas a continuacion. Yaque h(—7)
es cero en todas partesmenospara 2 < 7 < 1 yen 7 = —6, € producto de |las dos sefid es sera también
cero fuerade este rango. De este modo, solo necesitamos conocer z(7) en 1 <7 <2y 7 = —6.

(7)

27



Problema 8 (BDS 2.1)

1,0<n<5
(a) Bado z[n] = 9 " gelo contrarifd XM 6
y[n] = z[n] * z[n]. Lo massencillo es nE % 4
hacerlo gréficamente. Invertir e ping, ) Iﬂ ‘ N T’ 5
multiplicar, sumar y desplazar x[n] dacomo - 1T ! T T 1,

resultado |a salida de |a derecha.

(b) El libro detrabsjo BDS MATLAB muestra como deberiaser y[n] obtenido con ayuda de
MATLAB. Un cddigo que realiza ese diagrama es, por g emplo:

x = ones(1,6);
y = conv(x, Xx);
ny = 0:10;
stem(ny,y)

(c) Denuevo, € libro detrabagjo BDS MATLAB muedtra y[n] obtenido con ayudade MATLAB. A
continuacion, seindica el codigo que genera el diagrama deseado:

x = ones(1,6);
h = 0:5;

y = conv(x, h);
ny = 0:10;
stem(ny,y)

(d) Comenzando con ys[n| = z[n] * h[n + 5], podemos derivar:

yo[n] = z[n] % hln + 5]

= x[n]xh[n] * d[n + 5]
[
[

y[n] * d[n + 5]
= yln+5].

(e) Denuevo, € libro detrabagjo BDS MATLAB muestra como deberia ser y,[n| obtenido con ayuda de
MATLAB. A continuacion, seindicael codigo que generael diagrama deseado:

x = ones(1,6);
h = 0:5;

y2 = conv(x, h);
ny2 = -5:5;
stem(ny2,y2)
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Problem 9 (BDS 2.2)

(a) Paradefinir € sistema LTI causal dado por y[n| = 0.5z[n] + x[n — 1] + 2x[n — 2|, sedefinen
aly bl en MATLAB delaformasiguiente:

[1];
[0.5 1 2];

al
bl

(b) Paradefinir el sistema LTI causal dado por y[n] = 0.8y[n — 1] + 2x[n|, sedefinena2 y b2 en
MATLAB delaformasiguiente:

a2
b2

[1 -0.8];
[2];

(c) Paradefinir el sistemalLTI causal dado por y[n| — 0.8y[n — 1] = 2z[n — 1], sedefinen
a3y b3 en MATLAB delaformasiguiente:

a3
b3

[1 -0.8];
[0 2];

(d-f) El libro de trabajo facilitalas soluciones.

(g) Paragenerar x[n] apartirde 0 < n < 10 en MATLAB, hay que utilizar
x2 = [ ones(1,6) zeros(1,5) 1;

(h) Losvaoresen h2 sonlos mismos que en h.
(i) El diagramaesel mismo que el BDS dela Fig. 2.4 avanzado por 5.

(j) Esto essimplemente como (g), excepto que el g e de tiempo se define de forma diferente. El
codigo de MATLAB seriael siguiente:

x2 = [ ones(1,6) zeros(1,5) 1;
h2 = 0:5;

y2 = filter(h2, 1, x2);

ny2 = -5:5;

stem(ny2,y2)
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