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Senales y sistemas
Otono 2003

Clase 21
25 de noviembre 2003

1. Retroalimentacion
a)  Lugar de las raices (root locus).
b)  Seguimiento.
c)  Rechazo de la perturbacion.

d)  El péndulo invertido.
2. Introduccion a la transformada Z.




El concepto de lugar de las raices

X(1) —:-CI) C(s) —>| Hs) —> y(1)
G(s) ~<
_ C(s)H(s)
Q) = TG (5) Gl B )

C(s), G(s) — disenado con uno o mas parametros libres

Pregunta: ;Como se desplazan los polos del bucle cerrado cuando
variamos estos parametros? — lugar de las raices de 1+ C(s)G(s)H(s)




x(t)

X(1)

El problema clasico del lugar de las raices
C(s) = K — un amplificador lineal sencillo

;’-@ > 5 H(s)
T G(s) |-
Q(S)= 1 KH(S)

+

+

>y (1)

+ KH(s)G(s)
\ Los polos del

bucle cerrado

H(s)

[

|

Q(s)= 13 KH(s)G(s)

G(s)

H(s)

> y(t) _
son los mismos.




Un ejemplo sencillo

1
H(s) = G(s)=1
(5) = —5 Gls)
K 1
19 K 2 1
a) Q(s) = —F— = b) Q(s) = —=2 =
() Q(s) 1+ 25 s+ K+2 (b) Q) 1+ 25 s+ K+2
En cualquier caso, el polo se ubicaen s, =-2 - K
Dibuje donde se
desplaza el polo gm Im
cuando aumenta |K] ...
K>0 K<0
- 2 >
-2 Re -2 Re

Se vuelve mas estable Se vuelve menos estable




,Qué sucede en general?

 Para simplificar las cosas, suponga gque no se da una cancelacion de polo
cero en G(s)H(s)

H{(s)

Q(s)

T 1+ KG(s)H (s)

Los polos del bucle cerrado son las soluciones de:

1+ KG(s)H(s) =0
Es decir, G(s)H(s) = —%

— Resulta dificil resolver explicitamente para las soluciones dado cualquier
valor especifico de K, a menos que G(s)H(s) sea de segundo orden o inferior.

— Resulta mas sencillo trazar el lugar de las raices, los valores de s que son las
soluciones para algun valor de K, puesto que:
1)  Es mucho maés facil hallar las raices en los casos restrictivos para
K =0, o0,
2) Existen reglas acerca de cOmo conectar estos puntos restrictivos.




Reglas para trazar el lugar 1
de las raices G(s)H(s) = —7

«  Puntos finales:
— EnK=0, G(s,)H(s,) = 0
= s, 50N polos de la funcion de sistema del bucle abierto G(s)H(s).

— En |K| = 9, G(SO)H(SO) =0
= s, 50N ceros de la funcion de sistema del bucle abierto G(s)H(s).
Por consiguiente:

Regla 1:
Un lugar de las raices comienza (en K= 0) en un polo de G(s)H(s) Y
finaliza (en |K| = o) en un cero de G(s)H(s).

Pregunta: ¢Qué sucede si el numero de polos # del nimero de ceros?
Respuesta: Que comienza o termina en oo,




Regla2: Criterio del angulo del lugar de las raices

G(s)H(s) = %
——

real number (ndmero real)

« Por consiguiente, s, es un polo para algun valor positivo de K si:
K>0= /G(sq)H(sp) = (2n + 1)m;

En este caso, s, es un polo si K = 1/|G(s,) H(s,)|-

« Igualmente s, es un polo para algun valor negativo de K si:

K <0= /G(s9)H(sg) = 2nm

En este caso, s, es un polo si K = -1/|G(s,) H(s,)|.




Ejemplo de lugar de las raices

G(s)H(s) = 52 unceroen -2,
s(s+1) dospolosen0, -1.

rlocus(G(s)H(s))
(lugar de las raices...)
; 4
3|
§ ol Ks0
f | :
(ejedela .2 : 2 :
imagen) < % o} O 1)(_ X2
g : S = K=0 K=0
E E-1} :
i 3|
: 4 , ; , ] ;
4 3 2 1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1
Real Axis Real Axis

(eje real)




Seguimiento

+ e(t)
xt) —>=(+)—— Ccs) —> Pl ——> )

A

Compensator Plant
(Compensador) (Planta)

Ademas de la estabilidad, posiblemente deseemos un buen comportamiento de seguimiento,
es decir:
e(t) =x(t) —y(t) = 0ast — o

para, al menos, algun conjunto de sefales de entrada.

1
Els) =17 C(s)P(s) X(s)
b
B(jw) L X ()

1+ C(jw)P(jw)
Deseamos que C (]Q))P(] @) sea grande en aquellas bandas de frecuencia en las
que gueremos un buen seguimiento.




Seguimiento (continuacion)

Utilizando el teorema de valor final:
S

Jm elt) = limysB(s) = lim 7=y X (9)

Ejemplo basico: seguimiento del error para una entrada escalén

Suppose z(t) = u(t) «— X(s) = 1
(Suponga que)

Th lim e(t) = i !
en im e(t) = lim
(Entonces) t—oo s—0 1+ C(s)P(s)




Rechazo de la perturbacion

Posiblemente existen orros objetivos en los controles de la retroalimentacion
debido a perturbaciones inevitables.

l dy(t)
+ e(t)

X(t) —>(+)—>| C(s) 4>®—> H(s) y(t)

+ )= dyt)

260 = | e O | mrewEm) PO rremEs) 2O

Evidentemente, las sensibilidades a las perturbaciones D,(s) y D,(s) son
bastante menos acusadas cuando la amplitud de la ganancia de bucle es:

IC(s)H(s)| >>1




Inestabilidades internas provocadas por la cancelacion de pol

O cero

t t
x(1) —::— s C(s) L(),._ Hi(s) o
A
1 S
) _S(S—I-l) H(s) = s+2
__C(9)H(s) _ 1
') = et ™ T e ®
Sin embargo, estable
\ ) = o YO =
1+C(s)H(s) \S(S + 35+ 3)/
inestable

> y(t)

X(s) /




Péndulo invertido

| o(t)
i X() i/ DA m = Mass, I = moment of inertia
~ - (masa) (momento de inercia)
s
d*z(t d*0(1
mgl sin #(1) — ml g ) cosB(t) =1 (2 ) gMoment balance)
dt dit momento de equilibrio)

Linearize assuming 6 is small: sinf ~ 6,cosf ~ 1
(Linealice suponiendo queq es pequefio: ...)

d20(t) d*z(t)
I T mgll(t) = —ml >
—mls?
@(5> — Is2 — mgl X(S) — Inestable

H (s)




Sistema de retroalimentacion para estabilizar el péndulo

PD feedback (retroalimentacion proporcional-derivativa)

b+cs -

1 K t
olt) —>H—> k[, 5(5“:&} X1 He) o(t)
* -
Amplifier Motor Inverted Pendulum
(Amplificador) (Péndulo invertido)
a
1+ [

Pl feedback (retroalimentacion de péndulo invertido)

« Laretroalimentacion del péndulo invertido (PI1) estabiliza 6.

« Pequeno problema: inestabilidad interna en x(t).

— La retroalimentacion proporcional-derivativa (PD) adicional
alrededor del motor / amplicador centra el péndulo.




Lugar de las raices y pendulo invertido

« 1*" intento: retroalimentacién negativa que acciona el motor.

X(s)

O.(s) JQ?_KM(s)

P
-

G(s)

= O(s)

—s%/g
(TLS -+ 1)(’7’LS — 1)
km

s(taprs + 1)

« Lugar de las raices de M(s)G(s)

— Permanece inestable

segun K. Lundberg

Imag Axis
! =]




Lugar de las raices y pendulo invertido

» 2° intento: compensador proporcional / integral

0.(s) J%_A’(s)_\[(b) 20 A g - O(s)

4' T T 'll

1
K(s) =1+ — of
(5) =1+ — |
, L X o x |-
» Lugar de las raices de K(s)M(s)G(s) = |

— Estable para un K lo
suficientemente grande

=3r /

{

II

1 1 .I. 1 i

4 -3 -2 -1 0
Real Axis

segun K. Lundberg




Lugar de las raices y pendulo invertido

* PERO - x(t) es inestable
X(s) _ K(s)M(s)

6c(x) 1 - K(s)M(s)G(s)
1:.( kM(TKS+1>(TgS2—1) )
s (Ts + 1)(7752 — 1) + (ke /) (Tres + 1)
4 ; . \.
2} Hﬁ\\
Sistema sujeto a cambio ... | \.
s N O X S Hr
« Solucion: afiadir retroalimentacion * Ve
proporcional-derivativa (PD) ' , /o
alrededor del compensador: /

Segﬂn K. Lundberg A _ Real Axis




La transformada Z

Utilizacion: analoga a la de la transformada de Laplace en tiempo continuo

x[n] = h[n] ~y[n]
Ahora no nos
. . x(n] = Z" — yln] = H(2)2"
limitamos sélo a ~~
‘o Eigenfunction (Funcién propia para tiempo
z=¢e for DT LTI continuo y tiempo discreto)

H(z) = Z hlnlz™" assumingoit converges

e — 0o (suponiendo que converja)

La transformada (bilateral) Z

oo

z[n] «— X(z) = Z x[n]z”" = Z{x[n]}

n=—oo




La ROC vy larelacion entre Tz y la TF en tiempo discreto

z=redv r=|z
X(?“ejw) — Z CC[?”L] (Tejw)_n _ Z (:U[?”L]T_n) 6—jwn
= Flan]r "}

ROC = {z = re/¥ at which lz[n]r " < oo}

(en el que) o

— s0lo depende de » = ||, al igual que la ROC en el plano s
depende sblo de Re(s)

e Circulo unitario (r=1)enlaROC = existe la TF X(¢®)
en tiempo discreto.




e

Ejemplo 1

suEEE,
R Yo

x[n] t a™u[n] ’—“:right—sided (del lado derecho)
»0... ..... _‘06
F((z) = Z a"u[n|z""
N=—00
Esta forma o0
jara PFE y la— Z(ﬂz—l)ﬂ
transformada
. n=>0
inversa z
i‘“- ....“‘ _:.’0 Z ““
W l—az W _.", z—a !

If [az~ 1] < 1, ie.,|2]| > |q
(Si) (es decir)

_ Esta forma sirve para hallar las
Es decir, ROC |z| > |a|,

ubicaciones del polo y del cero

fuera de un circulo

Unit Circle
(circulo unitario)

z-plane
(plano z)




Ejemplo 2:

X(2)

If l[a='2| < 1, i.e.,
(Si) (es decir)

2| <l

El mismo X(z) que en el Ej. 1, pero una ROC distinta.

x[n] = —a"u|—n — 1] - left-sided (del lado izquierdo)
= Z {—a"u[-n—1]z7"}
nETee Im
~1

- _2_: @z Unit Circle
= —) a2 =1-) (a7 '2)" z-plane

n=1 n=0

Re

_ 1 1 B a1z
B l—alz alz-1
oz
 z—a




Transformadas racionales Z

x[n] = combinacion lineal de exponenciales paran >0y paran <0

|

X (z) is rational (es racional)

_ ) > Polinomios en z

— caracterizado (excepto por una ganancia) por sus polos y ceros.
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