E
nt L) e
v " e 7
[
" !
. ®
H By 3 | + gi.?-.r | L
R
1T
il puN vy

I Rl I ) s

Senales y sistemas
Otono 2003

Clase 18
6 de noviembre de 2003

Transformadas inversas de Laplace.
Propiedades de la transformada de Laplace.
La funcion de sistema de un sistema LTI.

Evaluacidon geométrica de las transformadas de Laplace y de las
respuestas de frecuencia.




Transformada inversa de Laplace

X(s) — / p(t)etdt, s—o+jwe ROC

— O

= Flz(t)e 7'}
Fije 0 € ROC y aplique la transformada inversa de Fourier
J Y :
z(t)e 7t = —/ X (o + jw)el dw
2T J_
1 [ !
x(t) = 2—/ X (0 + jw)elo i)t gy,
T — 00

Pero s= o+ jw (o fixed) =ds= jdw

Y

1 a—l—jw
x(t) = %/ X (s)e®ds

o—jw




Transformadas inversas de Laplace a partir de las
propiedades y la expansion de la fraccion parcial

Ejemplo: X(s) = s+3 _ A 4 b
(s+1)(s—2) s+1 s—2
2
A=-2, B=-
3 3
Tres ROC posibles — correspondientes a tres sefiales distintas
gm s-plane
| TR BT
3 17 T2 Re
1 —at :
Recuerde, , Rel{s} < —a «— —e” u(—t) left-sided
S —|1— a (del lado izquierdo)

o Rels} > —a «—— e u(t) ri%ht-sided
(de

S+ a lado derecho)




ROC I: — sefal del lado 1zquierdo.

r(t) = —Ae tu(—t) — Be*u(—t)
2 5
= |Ze t— =t u(—t) Diverges as t — —00
3 3 (Diverge cuando ...)
ROC 1II: — senales de dos lados, incluye transformada de Fourier.
r(t) = Ae 'u(t) — Be*u(—t)
2 4 O o
= —|3 e tu(— +
[36 ult) + 3 w t)] - O(c%%n%lo?> >

ROC III:— senal del lado derecho.

r(t) = Ae tu(t) + Be*u(t)
2 5!

— [_§€_t + §th] u(t) Diverges as t — 00




Propiedades de las transformadas de Laplace

* Muchas propiedades coinciden con la TF en tiempo continuo, pero para la
transformada de Laplace necesitamos determinar las implicaciones para la ROC.

 Por ejemplo:

Linealidad
axy(t) + bxa(t) «—— aXi(s) + bXa(s)

La ROC es al menos la interseccion de las ROC de X (s) y X,(s)

La ROC puede ser mayor (debido a la cancelacion de polo cero)
E.g.(Ej.) r1(t) = x2(t) and a = —b
Then ax1(t) + bxo(t) =0 — X(s) =0

(Entonces)

= la ROC es todo el plano s



internacionales
Linealidad


/ Desplazamiento de tiempo \
r(t —T) «— e %1 X(s), same ROC as X(s)

(la misma ROC que...)

Example: (Ejemplo:)

” Re{s} >-2 +— 7
s+ 2 '
e_ST, Rel{st > -2 ««— e 2 u(t)|imir
s+ 2
|7 =3




Diferenciacion del dominio del tiempo

o+jw o+jw
F(t) = L/ X (s)eds, dz(t) L sX(s)etds

21 | dt 2mg
dx(t) \
> s X (s ) with ROC containing the ROC of X (s)
..... dt (la ROC contiene la ROC de X(s))

‘Q
*
.....
---------------

La ROC podria ser mayor que la ROC de X(s) si existe una cancelacion
de polo cero. Ej.,

©(t) = u(t) < 1 fee{s} >0
d(t) = 0(t) < 1l=s- 1 ROC = entire s-plane
dt 5 (todo el plano s)

Diferenciacion del dominio s

dX e
(5) , with same ROC as X (s) (Der1vat1on is
ds (la misma ROC que X(s)) similar to % N S)

_ d 1 1
e o~ | = Re(s) > S

—tx(t) <

E.g.,




Propiedad de la convolucion

Para  z(t) «— X(s),y(t) «— Y(s),h(t) < H(s)
Entonces, Y(s) = H(s)- X(s)
* La ROC de Y(s) = H(s)X(s): al menos la superposicion de las ROC de H(s) y X(s)

* La ROC podria estar vacia si no existe superposicion entre las dos ROC.
Ej.

x(i)=eu(t), y h(t)=—eu(-t)

* La ROC podria ser mayor que la superposicion de las dos. Ej.:




La funcion del sistema de un sistema LTI

&
N
~
N—r
A\ 4

h(t) ~y(t)

h(t) «— H(s)— the system function

(la funcion del sistema)

La funcidn del sistema caracteriza al propio sistema

U

Las propiedades del sistema corresponden a las propiedades de H(s) y de su ROC
Un primer ejemplo:

o0

System is stable < h(t)|dt < 00 = ROCof H(s)

(El sistema es estable) o includes the jw axis
(incluye el eje (...))




Evaluacion geométrica de las transformadas racionales de Laplace

Ejemplo 1: Xi1(s) =s—a Uncero de primer orden
Evaluacion grafica Im
de [Xi(s) =51 —a
%1(s) s-plane
Puede partir de — S,
X1(s)] - longitud de vector Sy N
/X1(s) " angulo w/ eje real Si-a
ZX(s
A ($1)
‘a a Re




Ejemplo 2: polo de primer orden
1 1
F(2(S>  s—a  Xi(s)
1
= [Xa(s)| = (or log | Xa(s)| = —log | X1 (s)|)
X1 (s)
/Xa(s) = —/Xi(s) Razone todavia con el vector, pero
recuerde "invertir" los polos
Ejemplo 3: transformada racional de Laplace de orden superior
12 (s — B3
X(S) M ]’L:’—l( /62)
11 (s — ay)
X (s)] M| =5
P
I [s — oy
R P
/X (s) = ZM+Z (s — ;) le—ozj
1=1 1=1




. . 1 17
Sistema de primer orden H(s) = s r1 st/
p(t) = e/t (1) =
T s(t)

! T t
Evaluacién grafica de H(jw): H(jw) = r 1 _ 1
jw+ 1/ T jw+1/7T
Im
s-plane
[
Re

Al




/H (jw)

Diagrama de Bode del sistema de primer orden

20 log1o |H(jo)!

3

1/7
jw+1/1
1/7
Vw? + (1/7)?
1 w =10
1/vV2 w=1/7
l/wr w>>1/7
—0 = —tan" ' (wT)
(0 w =0
§ —7/4 w=1/T
| —T/2 w>>1/7 T

20

0dB

-20

-40

-60

/4

-T/4

-T2

-31/4

-20 dB/década

Asymptotic

approximation

oximacion asintotica)

017 1t 10/t 100/7
®
5 Asymptotic
~-approximation
TN (AprOX|maC|on asintotica)
| | | l
0.1/r 1 10/t 100/t




/ Sistema de segundo orden \

2
H(s) = T Wt o2 ROC Re{s} > Re(pole)

0<¢<l1 = polos complejos
— Subamortiguado

=1 = polodobleens =-w,
— Criticamente amortlguado

¢ >1 = 2 polos en el eje real negativo

\ — Sobreamortiguado /




Demo: Diagramas de polo cero, respuesta de frecuencia y respuesta a

escaldn de sistemas causales de primer y segundo orden en tiempo continuo

| * Imaginary part

08:

06"

0.4

02-

= =) = =)
o @ iy ) o

splane

Create or Remove

Paole
Real: 060183

Imaginary:

0

Create Remove

035

+ Repeal

ji] {
H

1 0.8 0.6 0.4 0.2 [t} 02 04 06 0B 1
Real part

Step response

Modify Markers
Marker size: T

Line width: T

R |
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3,
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=
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Diagrama de Bode de un sistema de segundo orden

20
=01
0dB Parte superior
E 50 (approximation [=07 plana Cuando
il Aproximacion = (- — —
3 ainiotica) s, 40 dB/década | & V/ V2=0.707
g = un LPF para
~60 - o < W,
—80 ! |
0.1wp, [V 10wy 100w,
{=0.1
0 -02 .
t=04 cambia por -n
—wl4
3 Asymptotic (Aproximacion
T -wl2 | approximation asintotica)
x7(—3'Ir;’4 -
| | | !

w




Respuesta a impulso unitario y respuesta a escalon de un

sistema de segundo orden

No se dan oscilaciones
cuando C>1
= Criticamente
4 amortiguado (=) y
t -
sobreamortiguado (>).




Sistema paso-todo de primer orden

S—a
H(s) = , Re{s}>—-a (a>0)
S+ a
9m 1. Dos vectores tienen las
ahea mismas longitudes
6 | e 2. ZH(jw) =616
% Yo
a a Re = (’J‘T — 92) — b5
= mw— 292
“RU®) T w=0

/2 w= qa
w0 w>>a
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