INSTITUTO TECNOLOGICO DE MASSACHUSETTS
Departamento de Ingenieria Eléctrica e Informética

6.003. Sefialesy sistemas — Otofio 2003

Soluciones del boletin de problemas 6

Distribucion: 21 de octubre de 2003 Entrega: 29 de octubre de 2003

Ejercicio para € estudio en casa:
O&W, 6.49
Solucion:
(a) Paradeterminar |as constantes de tiempo de la ecuacion diferencial P6.49-1 en O& W, realizamos

unatransformada de Fourier dela ecuacion. Por linealidad, |atransformada de Fourier de la ecuacion
es latransformada de Fourier de cada uno de los términos individual es de la ecuaci6n. Esto nos da:

Y(jw) 9 ‘
X(w) ~ Gwr i) +10 - H0w) (1)
L as constantes de tiempo son los ceros del denominador (¢; = —1y ¢ = —10).

(b) Laecuacion 1 se puede rescribir de laforma siguiente:
9
. 2
(jw + 1)(jw + 10) @)

Para que ésta sea una interconexion paralela de dos sistemas de primer orden, realizamos una
expansion de fraccion parcial en laecuacion 2 para hallar:

H(jw) =

1
H(jw) = .
Uw) =g+ 70510 )

Por linedlidad, latransformadainversade Fourier, h(t), esunainterconexion paralela de dos
sistemas de primer orden. h(t) eslasumade latransformadainversade Fourier de cada término
delaecuacion 3. Se puede determinar rapidamente cada término utilizando latabla 4.2 de O&W.

De este modo:
h(t) = e ‘u(t) — e u(t). (4)

(c) Laconstante de tiempo dominante de un sistema con multiples exponenciales de decaimiento es la
constante de tiempo que tarda méas en desaparecer. Para este problema, la constante dominante de
tiempo es ¢, = —1. Podemos aproximar esto ala ecuacion 1 de laformasiguiente:

9 1

(Gw)2+11Gjw) +10 ~ jw+ 1’

H(jw) = ()

1



Esta aproximacion tiene una diferenciamaximadel 10% enw = 0 lacual disminuye a medida
gue aumenta w.

Queremos aproximar el componente més rapido de la ecuacion 4 como un impulso con una altura
igual asuvaor final. A continuacién, comprobaremos como afecta esta aproximacién atodo

h(t) del sistema de segundo orden en conjunto.

El componente mésrapido, h;(t)= —e '%u(t). h 7(t) denotala aproximacion. Es necesario que para
hs(t) = sp(c0)d(t), determinemos s(co). Larespuestaaescalon viene definida como
s(t) = ['_ h(t)dt.

De modo que:
1

s¢(00) :/ hf(t)dt:/O —e Wt = ~10

o0

hy(t) = —+50(t) y laaproximacion al sistema global es:
. . 1
h(t) = he(t) + hs(t) = —Eé(t) + e u(t). (6)

Laecuacién 6 nos permite determinar la respuesta de frecuencia. Determinamos:

- 1 —01jw+09 )
jw+1l  jw+1l
Después realizamos manipul aciones algebraicas y una transformada inversa de Fourier ala ecuacion
7 para obtener la ecuacion diferencial de la aproximacion. Esto nos proporciona:

dy dx
— t) =09x(t) — 0.1—.
2 y(t) = 0.9w(1) — 0.1
Larespuesta de frecuenciaoriginal, H(jw) y la respuesta de frecuencia aproximada H (jw)
se indican a continuacion:



Ejercicio: problema 6.49— |H(jw)| Ejercicio: problema 6.49— este es el aproximado para |H(jw)|
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Mas abajo se muestran las dos frecuencias en el mismo diagrama. El diagramade H (jw) es continuo y
el de H(jw) de lineas discontinuas.



Ejerddo: problema649-  Hiolly [H, (o Magificaionde|Ho)| y H, (ol abdesfreouencias
1 T T T T 1 T T T
— - [Ho) — - |H(jo)l

aprox jol : || = " aprox jo)

0.9

0.8 R

074 S SRR

0.6 S R

aprox®)
aprox (J 0)) |

05 o o

0.4

[H(jow)| y |H
[H(jow)|y |H

0.3

0.2

0.1

t 0.3 Il Il Il
0 10 20 30 40 50 0 0.5 1 1.5 2

frecuencia (o) frecuencia (o)

Por los gréficos anteriores, es evidente que para w< 1, ﬁ[(jw) se gproximabiena H (jw).

A medida que aumenta w mésalade 1, los dos divergen de cada uno hasta que w = 20
aproximadamente. Esto se debe a que la aproximacion ala parte répida de la sefia alcanza su

valor fina de formainstantanea, por lo que debe incluir todos |los componentes de frecuencia rgpida.

Podemos comparar también la respuesta a escalén de la sefia original, s(t) con larespuesta a escalén
de la sefial aproximada, 5(t).



s(t) = /t h(t)dt

t t
= /e_tdt—/ e 10 qt
o 0

= (0.9 —e " +0.1e )u(t).

5(t) = /t h(t)dt

_ /Ot otdt — /Ot(—O.l)é(t)dt

= (0.9 —e Mu(t).

Mas adel ante se trazan juntas las dos respuestas a escal on:



") Magnificaciondes(t) y s 2pprox (®)
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Por los gréficos anteriores, es evidente que parat > 0.5 segundos, |as dos respuestas a escalon son
cas iguales. Ademés, unareglageneral dice que un exponencia cas acanzasu valor fina después

de 5 constantes de tiempo. De modo que parae~'%w(t), deberiaalcanzar casi su valor final por
t = 0.5 segundos.

Problemas para entregar:

Problemal O&W, 4.35

Solucioén:



(a)

Necesitamos hallar lamagnitud, lafasey larespuestaaimpulsos del sistema LTI en tiempo
continuo con la siguiente respuesta de frecuencia:

) a— Jjw
H = .
(jeo) a+ Jw
Si determinamos la magnitud:
4 Va2 + w?
H(jw)| = o= = 1.
a® +w

Si determinamos lafase:
efj arctan ¢

) . o w
e]<H(jw) — ' — —e 2j arctan ]
el arctan =

Si determinamos larespuesta aimpul sos:

h(t) = FYH(jw)} = F! { - } +F {l} = hy(t) + ha(t).

a+ jw a+ jw

Enlatabla4.2, hy(t) = ae *u(t). Paradeterminar hs(t), redizamoslo siguiente:

o1y TIW o _1 . . _ _ldhl(t)
ho(t) = F {7a—|—jw} =75 a(]w)Hl(Jw)} = 4
Utilizamos laregla del producto,
dh(it(t) = ae""5(t) — a’e "u(t).

Demodo que, ho(t) = —e () + ae~*u(t). Si combinamos hy(t) y hs(t) obtenemos:
h(t) = 2ae”"u(t) — e “o(t).

También podemos realizar una expansion de fraccion parcial de H (jw):

2a
Jw+a

H(jw) = -1

A continuacion, se puede hallar h(t) buscando cada uno de los términos anteriores en las tablas para
obtener el mismo resultado h(t) = 2ae™ u(t) — e~ *4(t).

Necesitamos determinar 4 (¢) cuando @ = 1y x(t) = cos(t/v/3) + cos(t) + cos(v/3t). Podemos
utilizar la propiedad de laconvolucion, Y (jw) = X (jw) x H(jw). Tenemos H (jw), necesitamos
determinar X (jw).

X(jw) = wo(w— L) + d(w + L) +o(w—1)+0(w+1)

V3 V3
+5(w — V3) + 6w + V3)] (14)
= 7m[Xa(jw) + Xp(jw) + Xc(jw)]. (15)
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Dado que contamos con un sistema LTI, podemos escribir la salida como la suma de los tres términos,
Y(jw) = Yo(jw) +Yy(jw) + Ye(jw), (16)

donde el primer término se define como:

Yo(w) = H(jw)X.(jw) (17)
a— Jjw .
(422 wxatio (19
— YT Y (o) (19)
A w 1 } w 1
— 7Te_2] arctan 55(&) . ﬁ) + 71'6_2] arctan 55(&) + ﬁ) (20)

A continuacion sustituimosa = 1 en Y, (jw). Ademés, dado que X, (jw) eslasumade dos funciones
delta, podemos sudtituir w = % en el término de la arcotangente en e primer término § de

Yo(jw), vy w= —% en el término de la arcotangente parael segundo término 6 de Y, (jw). Esto
NOS proporciona:

Ahora se identifica esto como una funcion de coseno en e dominio del tiempo con un cambio de fase
de 3. Por lo tanto:

Losotrostérminos, Y,(jw) Yy Y.(jw), se pueden resolver de formasimilar para que proporcionen
funciones de coseno con varios cambios de fase. Asi obtenemos:

YV(jw) = me928(w—1)+me’25(w + 1). (21)
w(t) = cos <t - g) — sin(t). (22)
Yo(jw) = me 58w —V3) +mel S d(w+V3). (23)
ye(t) = cos <\/§t - %ﬂ) . (24)

Si sumamos todos |os términos;

y(t) = cos (%t - g) + sin(t) + cos <\/§t — 2%) .

Estas dos funciones no periddicas, y(t) y x(t) setrazan juntas mas adelante. ¢Por qué son no periodicas?
Porque | os tres periodos que se suman para formar la funcion son tres nimeros racional es distintos
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y, por lo tanto, no hallaremos ningiin nimero racional, T, donde cada uno de los
términos tenga un nimero entero de formas de ondaen ese T. El periodo del
primer término es T, = 2m+/3, @ periodo del segundo término 7}, = 27, y

el del dlitimo términoes T, = 27?\/—1?7.

Problema 1- x(t) y y(t)

x(t) ey(t)

-2+ 1{ |

3k il
-10 -8 -6 -4 .

Problema 2 O&W, 6.28 (a)-(iii) y (V)

Solucion:

(a)-(iii) Paradibujar larespuestade frecuenciade H(jw) = 03557)4, admitimos que esta es una cascada de
4 sistemas de primer orden idénticos. Su magnitud, |H (jw) |se puede escribir como:

1 1 1 1

[H(jw)| = [H(jw)] = T TR ATy R e O
1 1 1 1
B (\/1 + 0.25w2)(\/1 + O.25w2)(\/1 + 0.25w2)(\/1 + 0.25w2)

Dado que tenemos un sistema LTI, € diagrama de Bode de la cascada de los 4 sistemas de primer
orden idénticos es igual ala suma de los diagramas de Bode para cada sistema de primer orden. El
sistemade primer orden, 201log |H,(jw)| = —101log(1 + 0.25w?) tiene el siguiente diagrama:

0 para w < 2

—201og(0.5w) paraw > 2 (25)

—101log(1 + 0.25w?) ~ {
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Por tanto, el diagrama de Bode de |a cascada de |os 4 sistemas de primer orden es el siguiente:

- 0 para w < 2
|H(jw)| ~ { —801og(0.5w) para w > 2 (26)

El siguiente gréfico representa el diagrama. Las dos aproximaciones en linea recta se cortan
enw = 2. Lalineacontinuaeslaaproximacion para|H (jw)|y lalineadiscontinuaes

|H (jw)]| real.

Problema 2- diagrama de Bode de |H(j)| aproximado'y real
T

0 - ‘Haprox
oo - - [H(o)|

(jo)]

HGO)| Y H o) (@B)

-100

_150 M| . ] . ] . L
107 10° 10 10

frecuencia (o)

Por el gréfico, podemos ver y calcular que en w = 2, lamagnitud actual es
|H(jw) = —401log(1 + 0.25 % 22) = —401log(2) = —12 dB.

Después se determinay dibujalafase. Si expresamos de nuevo lafuncion como la cascada
de 4 funciones de primer orden idénticas, obtenemos |o siguiente:

j tan—1 jtan—1 jtan—1 j tan—1
I LH(w) _ od tan™" (0) oJ tan~" (0) ol tan™" (0) oJ tan~" (0) _ it s
ej tan—1 & ej tan—1 & ej tan—1 & ej tan—1 ¢ ’
Paratrazar esto, podemos trazar cada uno de los diagramas de fase de primer orden y, a continuacion,
sumarlos para obtener e diagramafina de cuarto orden. Para el diagrama de fase de primer orden 'y

realizando aproximaciones en linea recta tenemos:

0 for w < 0.2
LH(jw) = ¢ —F(log(%)+1) for 0.2 <w <20 (27)
—g for w > 20

10



Si sumamos este mismo diagrama cuatro veces, obtenemos |as caracteristicas global es del
diagramade fase,

0 paraw < 0.2
ZH(jw) = ¢ —n(log(5)+1) para0.2 <w <20 (28)
—2m paraw > 20

En el siguiente grafico se hatrazado la aproximacion junto con lafuncidn exacta. Esta funcion
exacta, < H(jw) se presentacomo unalineadiscontinuay la aproximacion como unalinea
solida o continua.

Problema 2- diagramade Bodede  <H(jo)- aproximacion y funcién exacta

0.5 T T T
__<H__(jo)

aprox

- - <Hijo)

(jw) ien unidades de radianes/t

aprox

<H(jo) y <H

25 HE ; HE | ; HE A | ; HE
107 10° 10 10
frecuencia (o)

(a)-(v) Paratrazar los diagramas de Bode, desglosamos de nuevo la funcion en sus sistemas de primer orden,
hallamos el diagrama de bode de cada uno de esos sistemas y, a continuacion, afiadimos los dos

diagramas juntos para obtener el diagrama global. Necesitamos determinar lamagnitud y lafase
delafuncion:

Lamagnitud se halla dividiendo la magnitud del numerador por la del denominador:

0.0lw? 41
Hjw)| = Y—"~ "~
[H (o) = e
Por tanto, el logaritmo de | H (jw)| es:
20log |H (jw)| = 101og (0.01w? + 1) — 101log (w* + 1) (29)
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= 20log |H(jw)| + 20log |Ha(jw)|

Paratrazar 20log |H (jw)| determinamos el diagramade Bode de cadatérmino de laecuacion 29 y, a
continuacion, unimos |os dos diagramas para obtener el diagrama de Bode parala magnitud de| H (jw)|.

10logl =0 paraw < 10

20logw — 20log 10 paraw > 10 (30)

20log |Hy(jw)| ~ {

. —10logl =0 paaw <1
20log | Hz(jw)| ~ { —QO%ogw Earaw >1 (31)

L os diagramas de Bode para los dos términos se presentan més adel ante por separado. A continuacion
de los dos diagramas se presenta uno correspondiente ala suma de |os dos anteriores para obtener, asi,
el diagrama de Bode paralamagnitud de H (jw).

Prob 2(v)- diagrama de Bode de [H, (jo)| aproximado y exacto Diagrama de Bode de IH (i) aproximado y exacto
25 1 ) :
J— IH1apr0X(Jm)|
_ _ IH,(jw)I

20

—_ 157 —_

o o

= =

z )

8 10} 8

g g

— [aV]

T T

= =

g s

- °or = TSN ]

B0\
0 R N
gl )
_571 l0 l1 2 _4071 lo l1 2
10 10 10 10 10 10 10 10
frecuencia () frecuencia (o)
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diagramade Bode de |H(jw)| aproximadoy exacto

HiOIYIH G0l (@8
B o

'
o

(o)l

—H
approx.
ol

107 10° 10
frecuencia (o)

Paratrazar lafasede H (jw), trazamos lafase aproximada del numerador de H (jw)
y ladel denominador de H (jw) y unimos |os dos diagramas para obtener €l diagrama
defase de H(jw). Para€el numerador tenemos:

LHpym(jw) ~

=

2

™
—i(log(5) —1)+ 5 paal <w < 100

paraw <1
(32)
paraw> 100

En el siguiente gréfico estan trazadas la aproximacion y lafuncion exacta

Problema 2- diagrama de Bode del numerador de

<H(jo) (exacto y aproximado)
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Para el denominador tenemos:

0 paraw < 0.1
L Hgen(jw) = ¢ —%(log(w) +1) para0.l <w <10 (33)
-5 paraw > 10

En e siguiente grafico estan trazadas la aproximacion y la funcion exacta.

Problema 2- diagrama de Bode del denominador de

<H(jw) (exacto y aproximado)

o N
= )
f

o
T
I

<Hienl®) Y <Hiyer oo, i@) €0 Unidades de redianes /n

<Hden gpprox(jm)
- - <Hden0m)

10°

10’

frecuencia (o)

A continuacién, se muestrala suma de las fases del numerador y €l denominador, que proporciona
lafase delafuncion globa H (jw):
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Problema 2- diagrama de Bode de  <H(jo) (exacto y aproximado)
‘ ‘ ‘ <o)

approx

1k RS _ ~ <H(jo)

0.8

0.6

(jo) en unidades de radianes/z
aprox

pi
o
~

<H(jm) y <H

0.2

‘ ;
10° o0 10
frecuencia (o)

Problema 3 0O&W, 6.32 (b)
Solucioén:

El sistemade lafigura P6.32 consiste en una cascada de un compensador con un sistema que tiene una
respuesta de frecuencia, H ,(jw) = m Deseamos que la magnitud logaritmica de la cascada del

compensador con H ,(jw) tengalas siguientes especificaciones:
(a) Deberiatener una pendiente de +20 dB/década para 0 < w < 10.
(b) Deberiaestar entre +10y +30 dB para 10 < w < 100.
(c) Deberiatener una pendiente de -20 dB/década para 100 < w < 1000.
(d) Deberiatener una pendiente de -40 dB/década para w > 1000.

Para obtener estas especificaciones tenemos que sumar e diagrama de Bode de Hy(jw) con el del
compensador, C(jw).
El diagrama de Bode de la magnitud de H,(jw) es el siguiente:

—201loghH0 paraw < 50

2010g|H2(]W)| ~ { _QOIng para w> 50

En el siguiente grafico estan trazadas la aproximacion y la funcion exacta.
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diagramade bodede  |H ,(jw)| aproximado y exacto parael problema3
-30 T

— | Hzapprox(jw) [

_ _ IH (o)

35 R

—45|

-50

Hylio)y H, o0 (6B)

55

—60 -

JIr.Y ) E—| " " AR " R | " e
10° 10 10° 10°

frecuencia (o)

Es necesario realizar el diagrama de Bode anterior en cascada con lafuncién de algin compensador, C'(jw)
para obtener |as especificacione sindicadas anteriormente. Determinaremos que C'(jw) sea unacombinacion
en cascada de una constante y de una o mas de las cuatro respuestas de frecuencia, H,(jw) = jw, Hy(jw) ==

=1,
He(jw) = 1555 Y Ha(jw) = (1 + jwry) con 7, adecuado seleccionado.

Para cumplir laprimeray segunda especificacion, H,(jw) = jw y H.(jw) = %
seleccionamos 7, = 0.1, habra +20 dB/décadapara w < 10 debido a H,(jw) y habrd 0
dB/década para w > 10 debido alacascadade H,(jw) Yy H.(jw). H,(jw) cumplirdlaprimera
especificacion a ser una pendiente continua de +20 dB/décaday H.(jw) "desconectard’ +20

dB/década en un w adecuado y hara que la pendiente = 0 para frecuencias superioresaese w.

No es necesario afadir nada paralatercera especificacion ya que Hs(jw) nos proporcionara -20 dB/década para
w > 50. Sin embargo, necesitamos hacer otro H,.(jw) en cascada para obtener -40 dB/década para w > 1000.

Si seleccionamos 7, = 0.001 para H.(jw) lapendiente cambiarade -20 dB/década a -40 dB/década para
tener lugar en w = 1000.

Hasta ahora tenemos la siguiente respuesta de frecuencia para el compensador:

ijw

C(jw) = (1+ j0.1w)(1 + j0.001w)

La Ultima parte consiste en determinar la constante, C ., del compensador. Dado que 20log Hs(jw) =
—20logh0 = —34 dB para w < 50 Y, puesto que la segunda especificacion requiere que la magnitud
logaritmica global esté entre +10 dBy 430 dB para10 < w < 100, seleccionamos la magnitud logaritmica
de C(jw) en w = 10 paraafiadirlaa -34 dB y obtener +29.9 dB. Seleccionamos que esté cercadel limite
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superior de la especificacion (cercade +30 dB en oposicion aalgun punto medio entre +10 dB y
+30 dB) dado que en w = 50, H,(jw) comienza a disminuir en una pendiente de -20 dB/década.
De modo que, de forma algebraica determinamos que:

—34 +201log Cj, + 20log 10 = 29.9

produce C, = 156.3. Larespuestafinal de frecuenciadel compensador es:

156.3jw

Cjw) = (1 + 70.1w)(1 + 70.001w)

Larespuestafinal de frecuenciapara H (jw) es:

156.3jw

H(jw) = (1 + 50.1w)(50 + jw)(1 + j0.001w)"

En el siguiente grafico se traza la respuesta final de frecuencia para H (jw) como una aproximacion y
con lafuncién exacta.

diagrmadebodede  |H(jw)| del aproximado y la funcién exacta parael problema3

— [H o0

aprox

- — [H(jo)|

Hioly H o) (dB)

20+ o

frecuencia (w)

Problema 4 O&W, 6.39 (j)
Solucion:
Tenemos que dibujar la magnitud y la fase logaritmicas de la siguiente funcion:

1
(1 —0.25e779)(1 4 0.75e—7«)"

H(e?) =

17



Podemos escribir esto como una cascada de dos respuestas de frecuencia, H,(e’v) = Wge_w) y
Hy(e'*) = (5500 ENtONCes:

20log |H (e’*)| = 20 log | Hy (e’)| + 20 log | Hy (e’

y
LH(e') = ZH (/) + £ Hy ()

Necesitamos determinar 20 log |H;(e’t) y 20log |[Ho(e?*)|. Si utilizamos la manipulacion de
nimeros compl gjos obtenemos:

20log |Hy(e*)] = —101log ((1 — 0.25 cosw)? + 0.25? sin® w)

20 log | Hy(e*)| = —101log ((1 4 0.75 cosw)? + 0.75% sin® w)

L os dos diagramas de Bode se calcularon utilizando Matlab y se muestran a continuacion por separado. Observe
que los distintos €jes de ordenadas son escala de cada respuesta de frecuencia. La magnitud de H (e/*)

es mucho menor que lade H,(e’*). Observe también que, dado que el coeficiente del denominador es positivo
(+0.25) para H(e’*) , mientras que para Ho(e’*) es negativo (—0.75), sus valores de pico estan desplazados
unos de otros por p. H;(e’*) tiene mas componentes de baja frecuenciaque H,(e’), que cuentacon mas
componentes de alta frecuencia.

20log|H, (e/”)|- Prob. 4 (O&W 6.39())) 20log|H,,(e")|

20log|H, (¢"") dB

—2 -1 0 . 1 2 -2 - 0 i 2
frecuencianormalizadapor x (w/n) frecuencianormalizadapor = (w/r)

L as dos funciones se muestran juntas para obtener la magnitud logaritmicatotal de H (e?*):
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20log|H(e®)| parael problema4 (O&W 6.39(j))
T T T

12

20logH(e™)| dB

-2 -1.5 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2
frecuencianormalizadapor « (w/r)

Paradeterminar / H (e?), hallamosy trazamos /H,(e’*)y /H,(e’*) y, acontinuacion, sumamos las
dos funciones para obtener / H (e/*).

; 1 0.25sinw
H (@) =/ ——— | =—tan ' | ——————
(") (1 — O.25e—1w) o (1 —0.25 cosw>

; 1 0.75sinw
LHy(@) =L | ——— | =—tan' [ ——— ).
2(”) (1 + O.75e3w) o (1 +0.75 cosw)

Cada una de estas fases se traza por separado y después se unen para obtener la fase total de
H(ev).
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frecuencianormalizadapor = (w/r)

Problema 5 O&W, 6.43 (a)
Solucion:

Necesitamos transformar €l filtro de paso bajo, H ;,(¢/*) delafigura P6.43 de O&W en uno de paso ato
H,,(e?*). En este problema, realizamos esta operacién modulando h,,[n]. En concreto,
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hppn] = (—1)"hy,[n]. Esto equivale a desplazar |a respuesta de frecuencia por p, yaque, de
latabla 5.1 de O&W tenemos e/“"z[n] « 2> X (/=) y sabemos que /™ = (—1)".
De modo que:
th(ej“’) = Hlpej(wiﬂ).
Larespuesta de frecuencia, H 5, (¢/*) se muestra a continuacion superpuestaen el origina H,,(e/*):

10 10
H (e), H (e’
A H, (e7—
Hlp(ej%'__
| | | |
| | | |
I I I I
I A A .
-n -7 T m @

Dado que una sefia discreta es periodica con periodo = 211, sus componentes de baja frecuencia se dan
periddicamente en 0, +27, +47, etc. De este modo, sus componetes de alta frecuencia se dan a medio
camino entre los de baja frecuenciaen =+m, £37, etc. Larespuesta de frecuencia desplazada
corresponde al filtro de paso bajo, ya que la sefial original tiene centrada su magnitud de pico alrededor

de 0, £2m, etc. y lanueva sefid queda desplazada de la original por Tt

Problema 6 0O&W, 6.58 (a), (b)

Solucion:
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(a) 1. Necesitamoshalar h;[n] enfuncion de h[n]. Paraello, debemosinvestigar
H,(e/*%). A partir delafiguraP6.58 de O& W, podemos escribir lo siguiente:

H(e™) ii‘:;)) , (35)
HE) = ok (36)
R(e™%) = S(e*). (37)

Podemos manipular las ecuaciones para escribir:
R(e™) = G()H(e™) (38)
= X(eY)H(e’*)H (e™Y). (39)

De modo que:

He) = i (40
= H(e)H (e ). (41)

A partir de esta funcion, reconocemos mediante la propiedad de convolucion, que hy[n] = h[n]x h[—n].
Podemos demostrar que el sistema tiene una carateristica de fase cero sefialando que puesto que
h[n] esred, H(e™7*) = H*(e’*). De este modo:
H\() = H()H(e ™) = H(e™)H' () = |[H().
2. Dado que H,(e’*)| = |H(e/*)|?, lamagnitud|H,(e/*)| = |H (e’*)* y lafase
AHl(ej“) =0.
(b) 1. Consideramos las transformadas de Fourier paradeterminar hy[n]. Dado que y[n] = g[n] + r[—n],
Y (e?¥) = G(e?*) + R(e™*). A partir delafigura P6.58 de O&W determinamos:
Y (e) = G(e?) + R(e™*) = H(e?) X (&) + H(e %) X (')
De este modo: . . .
Hy(e'¥) = H(e’) + H(e™*) «— ha[n] = hin] + h[—n].
Paradeterminar si |H,(e’*)| tiene caracteristica de fase cero, manipulamos | H,(e’)|

para obtenerlo en forma polar. Utilizamos la propiedad de latabla 5.1 ya que como h[n] es readl,
entonces Re{ H(e’“)} = Re{H(e™7*)} y Sm{H (¢’*)} =Sm {H(e7*)}. Por lo tanto,

|Hy(e?)| = |§Re{H(e@)} + Sm{H (&™)} + Re{H (e )} + Im{H (e 7*)42)
= 2Re{H(e™)} | (43)
= 2|H(e’?)|cos (< H(e’)). (44)

Con esto observamos que  |H»(e’*)| tiene caracteristica de fase cero.
2. Puesto queyapusimos |H,(e’*)| enforma polar, sabemos que:
|Hy(e?)| = 2|H(e’)|cos (< H(e?)). (45)
y que ZHy(e/*) = 0.
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Problema 7 O&W, 7.22

Solucion:
En este problema tenemos que resolver un rango de valores para el periodo de muestra, T, para recuperar
y(t) completamente a partir de y,(t). Paraello, es necesario determinar el ancho de banda de
Y (jw) original y utilizar €l teorema de muestreo. Mediante la propiedad de convolucion,Y (jw) = Xj (jw) X2 (jw).
El ancho de bandade Y (jw) serael ancho de banda del menor de los dos anchos de banda,
X1(jw) o Xs(jw). Porlotanto, Y (jw) =0 para {v > 10007. A continuacion, si utilizamos el teorema
de muestreo tenemos: o

Wy = " > 2wy = 2(10007).

Esto proporcionael rangode T como 0 < T < 0.001 segundos.

Problema 8 O&W, 7.23

Solucion:

(a) Tenemos que dibujar X ,(jw) e Y (jw). En el dominio de frecuencia, X, (jw) =3-X (jw) *
P(jw). Debemosdeterminar P(jw). Como P(jw) esperiodico, tenemos que utilizar la
formula de |a transformada periddica de Fourier:

P(jw) =21 Y apd(w — kw,).
k=—o00

2

Aqui, w, = 2* = X. Tenemos que determinar a ;, utilizando laférmula a;, =7 [, p(t)e 7*" .

A continuacién, se muestran unos g emplos:

1 2A
t=5x | (00 =3t~ AN =0

_ L 2A(5(75) 5(t — A))e 5t = L —(1—1-e7m) = B

DY ¢ 2A A
1 28 j2 0t 1 |2

= — — — A —JiA 1—-1.e7792m) =
w =5k [0 =8 = ARt = =12y =

L[ ) - ot - apeEar = L1 1o
EARDYN 2A ¢ )T A

Demodo que, a; = 0 parak par y ak:i parak impar:
=, 27 s
l;dd—(sw— il :k;mxa(w—(zkﬂ)x)

A partir de esta transformada de Fourier paraP(jw), podemos dibujar X, (jw) como copias de X (jw)
a&ecdadei y reproducwlosen intervalosdew = (2k + 1) % paratodo k. En la siguiente figura
podemos ver un ejemplo:
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Xp (§0)
—1/A

l/\/\m/\m

—4n/A  -3m/A =2n/A  -m/A /A 2T/A 3n/A 47/A

H(jw) esunasumade dosfiltrosideales de paso de banda de ganancia unitaria. De modo que, Y (jw) es
laparte de X, (jw) que pasaatravésde H(jw), como se indica a continuacion:

A
Y (Jo)

T—1l/A

N7 N LA

| | | | | |
—4m/A  -3n/A =2n/A  -T/A /A 2T/A 3n/A 47t/A

(b) Pararecuperar z(t) de x,(t) tenemos que hacer dos cosas. Primero hay que multiplicar x,,(t) por
unafuncion de coseno, cos %t, lo cual desplazaraa X ,(jw) deformaque unade las copias de
X (jw) esté centrada alrededor de w = 0. Segundo, enviamos la sefia desplazada através del filtro
de paso bajo, R(jw), paraeliminar las copias adicionales de X (jw). Paraello, contamos con un filtro
R(jw) conganancia = A, ancho de bandaZ® y centrado alrededor de w = 0, como se indica agui:

A
R(Jw)

o

-T/A /A 2m/A

A continuacion, seindica el sistema en su totalidad:

cos (T/At)
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(c)

Pararecuperar x(t) de y(¢) tenemos que gecutar Y (jw) atraves de dos sistemas de filtros paralel os.
El camino paralelo superior multiplicaray(t) por cos % ¢ , que desplazarala semi-reproduccion de
X (jw) centradaenw = 1 hasta w = 0. Lasefial desplazada pasa, a continuacion, através del filtro

de paso bajo, R(jw), descrito anteriormente en el apartado (b) para eliminar las copias adicionales.

El camino paralelo inferior multiplicara y(t) por cos %’rt , que desplazara la semi-reproduccion de
X (jw) centradaen w = 3 hasta w = 0. Lasefial desplazada pasa, a continuacion, através del
filtro de paso bajo, R(jw), descrito anteriormente en el apartado (b) paraeliminar las copias
adicionales. De este modo, las dos mitades se combinan paraformar un X (jw) completo y se

recuperax(t). A continuacion, se muestra el sistema general:

cos (Tt/A)

) R(j®

cos (3mt/A)

Pararecuperar x(t) de x,(t) e y(t), X,(jw) no puede estar solapado en las copias de

X(jw). Debido aeste p(t) concreto, las copiasde X (jw) estanen w = (2k+1) X paratodok.
De modo que, si consideramos simplemente un interval o para asegurarnos que las copias de X (jw)
No Se superponen, tenemos una copiade X (jw) centradaenw =% Yy unade X (jw) centradaen

w=3" (Véaselafigurade X,(jw) anterior). Paraque estas copias no se solapen,

", <
A Wm

m
N
que Nos proporciona:

T m
A< —0A uz=—

Wm Wm
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