INSTITUTO TECNOLOGICO DE MASSACHUSSETS
Departamento de Ingenieria Eléctrica e Informética

6.003: Sefialesy sistemas - Otofio 2003
Soluciones del boletin de problemas 5

Distribucion: 22 de octubre de 2003

Ejercicio para €l estudio en casa:
O&W , 4.47

En este problema se estudia la transformada de Fourier de un sistema LTI en tiempo continuo con una
respuesta aimpulso A(t) real y causal.

(a) Parademostrar lo anterior, H (jw) estadeterminado completamente por Re{ H (jw)} para h(t) real
y causal, exploramos |la parte par de unafuncion h.(t).

Por definicion, h.(t) = th(t) + 3 h(-t). Dado que h(t) = 0 parat <0,

2he(t) parat >0
h(t) =< he(t) parat=0 (1)
0 parat < 0

Por lo tanto, si conocemos H.(jw), podemos halar h.(t) y h(t). Si h(t) no fuese causal, no
podriamos determinar h(t) solamente apartir de h.(t) , yaque serianecesario también h,(t), la
parte impar de h(t) . ¢Quées H.(jw)? S h(t) esred, H.(jw) = Re{H (jw)}. A continuacion,
mostramos esto:

= - 1 , % '
H.(jw) = / he(t)e 7" dt = / Sh()e 7 dt + / Sh(=t)e "t

o0 —00 —00

_ /_ b %h(t)ejmdﬁ /_ N %h(t)ej”tdt = / ) h(t) cos(wt)dt = Re{H (jw)}.

[e.9] o0 — 00

(b) Dado que conocemos que Re{ H (jw)} €s cosw, necesitamos hallar h(t).

Re{H (jw)} = H,(jw) = cosw = 0.5/ + 0.5

he(t) = F Heos(w)} = F 0.5’} + FH0.5e779} = hey(t) + hea(t)

Para h.(t) utilizamoslapropiedad de desplazamiento detiempo que para cualquier ¢,, e 7% X (jw) <, z(t —t,).
De este modo h.(t), t, = —1. Tenemos:

hei(t) = FH0.5e779 71 1} = 0.56(t + 1).
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Hallamos h.»(t) utilizando € mismo método:
heo(t) = FH0.5e77“1 . 1} = 0.56(t — 1).

Combinamos las dos sefiales para obtener h.(t) = 0.56(t + 1) + 0.56(¢ — 1). Por ultimo, dado que
h(t) es causal, sabemos que nuestrarespuestafinal es h(t) = 2h.(t) = 0(t — 1).

(c) Tenemos que mostrar que un h(t) real y causal se puede recuperar apartir de h ,(t) en todas partes
menosent = 0. Por definicion, h ,(t) = 3h(t) — 1h(—t). Puestoque h(t) es causal,
ho(t) = 1h(t) para ¢ > 0y h,(t) = — 3h(- t) parat < 0. Estosignificaquesi conocemos
h,(t), conocemos h(t) = 2h,(t) cuando ¢t > 0y h(t) = 0 cuando ¢ < 0. Sin embargo, en ¢ = 0 tenemos
un problema. h,(0) = 0 seacual seah(0) . Por gemplo, s h(t) = d(t)+4d(t—1), entonces
ho(t) = 30(t — 1) + 36(—t — 1). Lafuncién deltaen t = 0 se perdi6 cuando examinamos
laparteimpar de h(t).

Si no tenemos una singularidad en t = 0, pero en su lugar tenemos algun valor finito arbitrario en
t = 0, podemos utilizar la parte imaginariade H (jw) paradeterminar H (jw). Si tenemos:

[ 1+u(t) paat=0
ht) = { u(t) parat #0 2)
EntoncesH (jw) = [~ wu(t)e #*dt. El valor finito de 1 ent = 0 no tiene &rea por lo que no se
muestra debgjo de laintegral.
H,(jw) = 5 [Z2_(h(t)=h(—t))e ¥t dt = 1([72_ h(t)e 7@t di— [T h(t)e’'dt) = —j [°°_h(t) sinwt.
Esto demuestraque H,(jw) = Sm{H (jw)}. Esto demuestratambién que H,(jw) = $H (jw) —
%H(—jw). De este modo, H (jw) se puede recuperar apartir de H,(jw). Ademas, | aparte imaginaria
se puede utilizar parahallar h,(t) que puede utilizarse parahallar h(t) en todas partesmenosen ¢ = 0.

Problemas para entregar:

Problemal Considerelasefia x(t) con €l espectro indicado en lafigurap4.28 (a) de O&W.
Dibuje €l espectro de:
y(t) = () [cos(t/2) + cos(3t/2)] .

Solucion:
Paradibujar Y (jw), €l espectro dey(t), utilizamos lalinealidad y la propiedad de multiplicacion.
Asi, Y(jw) = %[X(jw) x JF{cos %}] + i[X(jw) x JF{cos % ].
F{cos %} = 7[6(w — 0.5) + §(w + 0.5)].

F{cos %} =m[6(w — 1.5) + §(w + 1.5)].

De este modo,
Y (jw) = iX(jw) « m0(w — 0.5) + iX(jw) * Td(w + 0.5)
2 2T
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1 , 1 .
+§X(jw) x«mo(w — 1.5) + %X(jw) *« mo(w + 1.5).

= % (X(j(w—=0.5)) + X(j(w+0.5)) + X(j(w—1.5)) + X(j(w+ 1.5)))

Por lo tanto, X (jw) se convoluciona con 4 funciones de impulso desplazado. La convolucion de una sefial
con una funcion de impulso desplazado provoca que la sefia se desplace y se reproduzca exactamente igual
aproximadamente en la ubicacién del gje x, donde se ubicalafuncién del impulso. Asi, centrandoent = -1.5,
-0,5; 0,5y 1.5 reproducimos exactamente X (jw). También es necesario que realicemos a escalalas 4 réplicas
por un factor de; debido alamultiplicacion delasc:onstantaa;_7r . 7. Esto se puede ver en lafigurasiguiente:

X(jw)
0.5
/ \
| |
: —— —— :
—2.5 —1.5 15 25
Problema2 Considere e sistema que se indica a continuacion:
a(t) b(t)
x(t) (%) H(jw) (%) c(t)

p(t) q(t)
sin 4t sin 27t . , .
donde z(t) = T p(t) = cos27t, q(t) = , Y larespuesta de frecuenciade H (jw) viene
™
dada por:
H{(jw)
1
w
—2m 27



a A(jw) latransformada de Fourier de a(t). Dibujey marque claramente A(jw).

(
(b

) Sea

) Sea B(jw) latransformada de Fourier de b(¢). Dibujey marque claramente B(jw).
(c) Sea C(jw) latransformada de Fourier de ¢(t¢). Dibujey marque claramente C'(jw).

)

(d) Calculelasalidac(t).

Solucion:

(a) Parahallar A(jw), utilizamoslapropiedad de multiplicacion. Dado quea(t) = x(t) x p(t),
A(jw) = 5=[X (jw) * P(jw)]. Tenemos que hallar X (jw) y P(jw). Parahallar X (jw) apartir de
x(t), reconocemosz(t) como parte de latabla4.2 de O& W de pares bési cos de transformada de
Fourier. Esunafuncion sinc con W = 47. De este modo:

.y |1 paajw| <4r
X(jw) = { 0 para|w| > 4x (3)

X(jw)

Puesto que p(t) = cos 27, P(jw) = m[0(w — 2m) + 0(w + 27)]. Dado que P(jw) son dos funciones
deimpulso, laconvolucion de X (jw) con P(jw) dacomo resultado la superposicion de dos copias
de X (jw), unacentradaen w = 27 ylaotraenw = —2x.

A continuacion, seindica el gréfico del A(jw) queresulta




(b) Parahadlar B(jw), utilizamoslapropiedad delaconvolucion. Asi, B(jw) = A(jw)H (jw). A(jw)
esunfiltro de paso bajoy H(jw) unfiltro de paso ato. Si multiplicamos los dos se crea un filtro
paso de banda. A(jw) cortatodas las frecuencias para |w| > 67. H(jw) cortatodas las frecuencias
para |w| < 27. A continuacion, se muestrala sefial queresulta, B(jw) :

B(jw)
1.0 T+
0.5 T
w
U _67]_ T T T _27T U 0 U 27T T T T 67_‘_ U
(c¢) Parahadlar C(jw), tenemos que convolucionar B(jw) con Q(jw).
|1 paa |w| <27
Qlw) = { 0 para |w| > 27 (4)

Q(jw) se muestra a continuacion:

Q(jw)

-2 0 2

De estemodo, C(jw) se puede dibujar como se indica a continuacion:



-8 —4r 0 47 8

(d) Paracalcular ¢(t), multiplicamos b(t) por ¢(t). B(jw) eslasumade dos filtrosideales de ganancia unitaria
de frecuencia desplazada. Losfiltrosdel dominio de frecuencias se convierten en funciones sinc en el
dominio del tiempo. Ademés, un desplazamiento de frecuenciade w, corresponde amultiplicar por e=/«e
en el dominio de tiempo. Por consiguiente,

b(t) = leszmM 1€j4ﬂtM ~ cos 7Ttsin ot
2 i 2 it it
Por |o tanto, 2
sin” 27t
c(t) = b(t)q(t) = cos 4mw

Problema3 O&W, 4.44. Ademés de completar los apartados (a) y (b), responda a las siguientes cuestiones.
(c) Hallelaecuacion diferencia que relacionalaentraday la salida de este sistema

Solucioén:

(a) Tenemos la siguiente ecuacion que relacionalasaliday(t) de un sistema LTI causal con laentrada

x(t).

dy_(t) + 10y(t) = /_OO z(7)z(t — 7)dr — 2(t) (5)

dt .

donde,
2(t) = e tu(t) + 35(t).

Queremos hallar larespuestade frecuencia H (jw) = Y (jw)/X (jw) de este sistema. Paraello,
tomamos la transformada de cada término de la ecuacion 5. Debido alalinealidad, parahdlar la
transformada de Fourier de la ecuacion completa, tomamos la transformada de Fourier de cada

término. Parael primer término, dyd%, utilizamos la propiedad de la diferenciacién para hallar:

F {di—it)} s jwY (jw).
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Para el segundo término, tenemos 10Y (jw). Parael siguiente término, laintegral, reconocemos esta
integral como la convolucion de x(t) y z(t). De este modo, |a propiedad de la convolucion nosindica
que:

Fla(t) * 2(t)} < X (jw)Z(jw).

Por ultimo, x(t) seconvierteen X (jw). Lanuevaecuacion del dominio de frecuenciaes:

JwY (jw) +10Y (jw) = X (jw)Z(jw) = X (jw).

L as manipul aciones algebraicas se utilizan para apartar Y (jw) a lado izquierdo de la ecuacion
y X (jw) @ lado derecho. Por tanto, hallamos:

L Y(w)  Z(jw)—1
W) = X600~ 1010 ©)

Insertamoslafuncion Z(jw). Porlinedidad, F{z(t)} = F{e 'u(t)} + F{34(t)}. Latransformada
de Fourier para cada uno de |los términos se puede encontrar en latabla4.2 de O&W.

1 4+ 3jw
= — +3. = :
14 jw 14+ jw

Z(jw)

Esto se puede introducir en laecuacion ( 6) para obtener:

o Y(jw) 3+ 2jw
HUw) = %50 = 0T 00 1 70) (7)

Se puede hallar la respuesta aimpul so realizando una expansion de fraccion parcial H (jw) como se
hall6 en la ecuacion (7).

3+ 2jw A LB 17/9 1/9
(10 + jw)(1 + jw) 10+jw 14+jw 10+jw 1+ jw’

H(jw) =

Latransformada inversa de Fourier de los dos Ultimos términos se puede determinar a partir de la
tabla 4.2 de O& W para obtener:

h(t) = (ée_t + %e_mt) u(t).

Para hallar 1a ecuacion diferencia que relacionala entrada con la salida volvemos ala ecuacion
7'y larescribimos de la siguiente forma:
Y (jw) 3+ 2jw

H9) = X(0) = Gop + 1w+ 10

Después de realizar una multiplicacion cruzada, obtenemos:



10Y (jw) + 11jwY (jw) + (jw)?Y (jw) = 3X (jw) + 2jwX (jw).

Utilizando la propiedad de la diferenciacion, realizamos una transformada inversa de Fourier para
obtener la ecuacion diferencial:

d?y(t) dx
=3z(t) +2—.
wh)+2

dyt) | 4

1 11
Oy(t) + 11—, a2

Problema 4 O&W , 5.21 (c), (g)
Solucion:

(c¢) Necesitamos calcular latransformada de Fourier de z[n] = e

|u[—n — 2|. Paraédllo utilizamos la
ecuacion de andlisis que se indica a continuacion:

L
3
-2

jw 1 - —jwn - 1 jw ! 1 1 jw lejQuJ
xe)= 3 (5) =Y (5¢) s im e e i

L jo
n=-—oo n=2 3 56]
(g) Necesitamos calcular latransformada de Fourier de z[n] = sin(%n) + cos(n). Utilizamoslatabla

5.2 de O& W para hallar latransformada de Fourier de cada uno de los términos y, a continuacion,
sumamos las dos transformadas para ).

]—"{sin <gn>} T i (6(w — g —9nl) — §(w + g —2nl))

J S
F{cos(n)} = i (0(w—1-27l) 4+ 6(w+ 1 —2xl))
l=—00
X (e7) :% f: (5(w—g—27rl)—(5(w+g—27rl))+7r i (5(w—1—27l)+6(w+1—2x1))
l=—o0 l=—0

Problema 5 A continuacién, seindican las transformadas de Fourier de sefiales de tiempo discreto.
Determine la sefid correspondiente a cada transformada.

(a) X(el¥) =4elt — ¥ + 6 + 8¢ 7% — 16e /11

(b)

s [b 0SMl<3F<ll <



Soluciones:

(a) Cuando latransformada de Fourier es una suma de exponenciales, a menudo, laformamas sencilla
de hallar x[n] es utilizar la ecuacion de andlisis,

o0

X(e*) = Z x[n)e 7"

n=—oo

para unir cada término con €l valor concreto de n. Por gjemplo, en este problema podemos ver que
e primer término, 4e7%“ solamente puede ser resultado del término n = —4. De este modo, podemos
rescribir la ecuacion de laforma siguiente:

X (/) = a[~4)e D 4 g[1]e 7D 4 2[0)e 0 4 2[3]e B 4 g[11]e 1D,
| gualamos los términos para hallar:
z[—4] =4, z[-1] = —1,z[0] = 6,z[3] = 8, z[11] = —16.
x[n] = 0 paralos demas n.

(b) Paraeste problema, X (¢’“) es parecido a:

X(e!¥)
1
! !
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
« 5-fo f 3 m ¢

Latransformada de Fourier para esta sefial, es considerada la suma de 3 filtros ideales de paso bgjo siendo dos
de ellos de frecuencia desplazadapara w = 2 y w = —3*. Enlatabla5.1 de O&W se muestraque
desplazamiento de frecuencia corresponde a la multiplicacion por un exponencial en el dominio de tiempo:

X(ej(“”“’“)) PN ej“’“”:v[n].

De este modo, en el dominio de tiempo podemos rescribir esto como la suma de tres funciones sinc, cada
unacon W = 7y por dosde ellas multiplicadas por €l exponencial adecuado. Esto nos proporciona
lo siguiente:

s

3. 8inZn sinZn 3. sinZn 37 sin(Zn)
zln) =e Vi —— 4 — L4 Jun—L = (2cos(—n) +1 47
™ ™ ™ ™




(c) Estatransformadade Fourier essimilar alatransformada de Fourier para«™u[n| delatabla5.2
de O& W, pero la manipularemos para que sea mas parecida a ésta. En primer lugar, la separamos
en dos términos de forma que:

1 3e 3w

ij: — + — =X jw_|_X jw'
() 1+ 1e9¢ 14 e 1(€”) 2(e”)

Por linealidad podemos resolver parala sefial de tiempo de cadatransformaday, a continuacion, x[n]
x1[n] +z2[n]. X;(e’*) esigua a par de transformada mencionado anteriormente en latabla 5.2 con
a = —1. De este modo:

X, (e¥) también esigua al par de transformada de latabla 5.2, excepto para el término del numerador
de3e~73~. Este corresponde auna escala de 3 y aun desplazamiento de tiempo de 3.

De este modo,
n—3
xa[n] =3 (—i) uln — 3.

Si sumamos | os dos términos obtenemos:

Problema6  X(e/*) denotalatransformada de Fourier delasefial x[n] que se indica a continuacion.

2 2 z[n]
-2 -1 0 4 5 6 7 8
—e L g L g L g i L g ! L g i L g *—
-5 —4 -3 l 1 2 3 l n
-1 -1
-9 -2

(a) HaleX (1) = X (e?).

(b) Hale « tal que e’*“X (e/*) esreal.
(©)
(d) HaleX (e'™).

Evdie [ X(e/)dw.
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(e) Determine y dibuje lasefial cuya transformada de Fourier es Re{ X (e/*)}.

(f) Evalle cadaunade las siguientes integrales:

(£1) / "X () 2

—T

(£2) / ::

Soluciones:

2

dX (e??)

W

(a) Utilizamos la ecuacion de andlisis:

X(1)=X(e) = Z x[n)e? 0" = —2.

n=—oo

(b) Siz[n] esred y par, X(e’*) esreal y par. Puesto que esta sefid esreal, solo necesitamos hacerla
par. Si desplazamos en €l tiempo x[n] 2 pasosalaizquierda, serareal y par. Un desplazamiento
de 2 en el tiempo alaizquierda corresponde a multiplicar el espectro de frecuenciapor e/“?. o = 2
har& que el espectro de frecuencia seareal (y par).

(c) Utilizamos la ecuacion de sintesis:

i . 1 i ) )
/ X(e)dw = 27 (2—/ X(ew)ejw'odw> = 27mz[0] = —27.
,W T .

(d) Utilizamos la ecuacion de andlisis:

o0 o0

X(@™) =Y zple?™ =Y an)(-1)" = —10

(e) Re{X(e’*)}, queeslaparterea (y par) de X (e¢’v), eslatransformadade Fourier de la parte par

de la sefial detiempo. De este modo, necesitamos dibujar x.[n] = 0.5x[n]| + 0.5z[—n].
A continuacion, indicamos el gréfico:
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6 -5 4 —2 0 2 4

R R B RER S B

—1 -1 -1 —1 -1

@ Ut
D

(f) Paraevaluar las siguientes integrales utilizamos las relaciones de Parseval:

(f.1) Conlarelacion de Parseval sabemos que:

- 2 L [" Gy |2
> felil = 5 [ 1K)

n=—oo

Puesto que conocemos x[n], podemos utilizarlo enlarelacion de Parseval para hallar 1a cantidad
gue nosinteresa. De este modo,

> Jan]]? =18

n=—oo

y / | X (¢7)?dw = 18 - 27 = 36
(f.2) Parautilizar de nuevo larelacion de Parseval, necesitamos definir unanuevavariable, Y (e7+) =
79X por |o tanto, seguin latabla 5.1 de O&W:

dw

F {J‘ s } = FHY ()} = yln] = nafn).

De modo que:

[,

dX (e?v)
dw

dX (e?)

2 T 2 T
1 )
= = — Y (e7¥ 2
dw / ] dw 2m < / ’ (6 )| dw)

=21 Y |yl]l* =27 Y |nafn]]® = 27 - 96 = 432,

n=—o0o n=-—00
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Problema 7 Responda alas preguntas planteadas en O& W 5.24 en €l caso de las dos sefiales siguientes:

T [n]

I,_3T271,I 1,5?

Clﬂ
HL
@
[ —
[ —
o
—
'
o A
e
[ S
o I
co e
S

2
562[”]
1 1
[ ] - ]
o ———1 o ————& ——o—o—¢
-5 —4 -3 -1 0 1 3 4 5 6 7 8 M
[ ] [ ]
-3 -3

Solucioén:

(a) (a.1) Queremossaber s Re{ X (e’“)} = 0. Esto escierto slo si x,[n] es puramente rea eimpar,
0 puramente imaginario y par. Si observamos la sefial, x;[n] vemosqueesred eimpar, o
X.[n] = 0.5z[n] + 0.5z[—n] = 0. S, Re{X;(e?*)} = 0.

(a.2) Dado que esta sefia esreal eimpar, es puramente imaginaria, Sm{X;(e*)} # 0.

(a.3) Lapartereal de unatransformada de Fourier corresponde ala parte de la sefial de tiempo que es
real y par, y alaparte de la sefia de tiempo que esimaginariaeimpar.
Si multiplicamos X (e/*) por ¢?*«, podemos desplazar |a sefial en el tiempo. Asi, podemos
desplazar por e nimero correcto de unidades para que la sefia seapar. El grafico de x,[n]
nos revela que & desplazamiento de tiempo de o« = +2 provocara que la sefial sea par, de modo
que latransformada de Fourier que resulte, e/=2* X, (e/«) , serareal.
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(a.4) Podemos utilizar la ecuacion de sintesis de laforma siguiente:

& . 1 & . .
/ X(e*)dw =27 (2—/ X(ej‘”)ej“"odw) = 2mz[0] = 0.
_r [

Si, [7_X(e?)dw = 0.
(a.5) Por definicion, latransformada de Fourier de cualquier secuencia discreta es periddica, por tanto X (e/*)
es periédico.
(a.6) Puesto quex [n] es periddico:

X (e7*) Z 2mad (w - —k’)

k=—00

- 27 - . ., .
donde a, = + >°,__ - z[n]e 7. Siintroducimos w = 0 en laecuacion anterior obtenemos

lo siguiente:
X () = Z 2w a0 (——k:)

k=—o00

A partir de esta ecuacion, podemos ver que todos |os términos seran cero, excepto posiblemente 2@, (0).
Siay = 0 entonces X (%) = 0. Si utilizamos laférmula anterior para a, observamos que:

1
a =g Z zn] = 0.

n=<N>

También podemos observar que a, eslamedia DC delasefid. A partir del gréfico observamos que
estamediaes cero. Por lo tanto, sf, X (%) = 0.

(b) (b.1) Paradeterminar s Re{ X (e’*)} = 0, necesitamos ver si x,[n] esreal oimaginarioy s es par
oimpar. En el gréfico podemos ver que esreal y par. De este modo, X (e/*) esreal y par.
Por lo tanto, Re{X (e/*)} # 0.

(b.2) Estosignificaque Sm{X(e?*)} = 0.
b.3) Dado que X (¢’*) yaesreal, a = 0.

b.4) Si utilizamoslamisma estrategia que parax:[n], vemosque (0] # 0 por tanto, [ X (e/*)dw #
0.

(b.5) Por definicion, todo X (e/*) es periédico, por 1o que X, (e/*) es periddico.

b.6) X,(e’?) esel componente DC de la sefial. Podemos ver que el componente DC esigual a cero,
con lo cual se cumple esta condicion. Es decir,

o0

Xo(e) = Y zln] =0.

n=—oo
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Problema 8 Considere lamisma pregunta planteada en O& W, 5.27 (a) pero con X (e/*) tal como se
indica a continuaci on:

X (e7)

/\ 1 /\

=27 - -

ISP
ISE
3
)
3
&

y con:

pln] = cosmn — cos(mn/2).
Solucion:
Paradibujar W(e/*), utilizamos la propiedad de multiplicacion:

plnleln] = win] <o W(e) = %P(W) L X ().

Esto nos permite utilizar la convolucion circular pararesolver € problema. X (e“) estal como seindica
arribay:

o

P(e)=n Y (Jw—m—2rl)+d(w+m—2ml) —7 > (d(w— g —2l) +6(w + g —2nl)).

l=—o00 l=—o00

El &rea debagjo delosimpulsos w = 47 + 27l esigua a 27 , no ssimplemente = ya que los impul sos
del término >~ 0(w—m —2xl) sesuperponenconlosdel término Y- o(w+
m — 2xl).
Estosy losimpulsosen w = +7% =+ 2l provocan réplicas de X (/) centradas en estos
w. A continuacion se muestrael W (e?*) que resulta:
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Problema 9 Respondaalas mismas preguntas planteadas en O& W, 5.30 (b) con x[n] como seindica
en ese problemay para cada una de | as respuestas de muestra unitariadel LTI:

sinTn/16  sin(mn/12)

@ i = n ™m
(b) hn] = ST/ i;;i;@m/m
Solucioén:

Tenemos que x[n] = sin(%*) — 2 cos(7).

(a) Paradeterminar y[n], utilizaremosla propiedad de convolucion. Esdecir, calcularemos
Y (/%) = X (e/“)H (e*) y después podremos utilizar la ecuacion de sintesis para determinar y[n]
apartir de Y (¢?*). Parahalar H(e’*) parah|n] dado, utilizamoslastablas5.1 y 5.2 de O&W
y hallamos H (/) = Hy(e’*) — Ho(e’*) donde:

; 1 padw| < &
jwy — 16
H(e”) { 0 paafs < |w| < (®)

; 1 paalw| <3
Jwy — 12

Ha(e™) { 0 paaf; < |w| < )
Si sustraemos H,(e’*) de H,(e’*) obtenemos:

_ 3n i
H(ew) =] P << (10)
0 para 75 > lw| > %

H(e’*) esun filtro de paso de banda con ganancia —1.
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X (e/*) seencuentraen latabla5.2:

[e o] o0

X (&) :? S (6(w—g—27rl)—6(w+g—27rl))—27r 3 (5(w—%—2wl)+5(w+%—2ﬂl)).

l=—00 l=—o00
Esta claro que € filtro de paso de banda no permite que x[n] pase através de'y, por consiguiente Y (e/+) =
0e yln]=0.

(b) Utilizaremos de nuevo la propiedad de convolucion parahalar Y (e?*) = X (e/*)H (¢?*) y luego
parahalar y[n] apartir de Y (e/*). X (e/*) esel mismo que en el problema anterior. Sin embargo,

hin] = Sin(§) sin % = hy[n]ha[n].

m2n?2

Podemos utilizar la propiedad de multiplicacién parahallar H(e’*). Aqui:

: 1 : :
H(e*) = ng(eJ“’) x Ha(e?).
hi[n] y haln] son funciones sinc, por lo que:

1 paa |w| <%

joy _

(™) = { 0 paraZ < |w| < (11)
, 1 paa |lw|<Z
Jwy) 2

Hoe )_{ 0 paraZ < |w| <7

2

(12)

Hay que calcular la convolucién de estas dos sefial es.
A continuacién seindica H (/) :

H(e?)

1/8
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S multiplicamos X (e/“) por H(e?*) obtenemos el siguiente espectro para Y (e/«):

Y (e!¥)
ki
87
T 7 T
4 T8 )
1 1 1 1 1
1 T T
M w
8

N

Lafigura anterior nos muestra que y[n] es simplemente una version aescalade x[n]. De este modo,

[ ]_ 1 . <7Tn) 1 <7m)

ymn| = 3 S1n 3 1 COS 1 .

Problema 10  Considere un sistema que consista en una cascada de dos sistemas LTI , tal como seindica
a continuacion:

2[n]
n] ———{ Sistema 1 Sistema2 ———— y[n]

El sistemal esun sistemalTl y tiene un respuesta de muestra unitaria:
1 n
El sistema2 esun sistemalLTl, y sabemos que si laentrada es:
1
x[n] = d[n] + 56[71 —1]

lasaidaes:
y[n] = 10d[n| — o[n — 1].

Por favor, muestre su trabajo en los siguientes apartados:
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(a) ¢Cud eslarespuestade frecuencia X (¢/*) detodo €l sistema?
(b) Hallelaecuacion de diferencias paratodo el sistema
(c) Hallelarespuestaaimpulsos de todo el sistema

Solucioén:

(a) En €l caso de esta cascada de dos sistemas L TI:
H(e’*) = Hy(e’*)Hy(e'®).

s tomamos una transformada de Fourier de h; [n] = (+)"u[n] obtenemos:
A 1
Hy(é%) = —————.
€)= T 02507
Para H,(e?*), tomamos las transformadas de Fourier dez[n] e y[n] como seindica anteriormentey

Hy(el%) = ;Eg:; Esto nos da:

. 10 — e 9¥
Hy(e") = g5

Si multiplicamos los dos términos obtenemos la siguiente respuesta de frecuenciatotal:

. 1 10 — e ¥
H(e®) = . |
() = T 02 o T 1 05075

(b) Parahallar laecuacién de diferencias de todo el sistema, necesitamos multiplicar Y (e/~) por
denominador de la ecuacion anterior y multiplicar Z(e’~) por el numerador de la ecuacion anterior.
Es decir,

Y (e/)(1 +0.25e 7% — 0.125¢772) = X (e/¥)(10 — ™).
Por tanto,
Y (/) = —0.25e77°Y (e7¥) 4 0.125¢72Y (e*) + 10X (e/*) — 1e % X (/).

Debido alalinealidad, tomamos la transformada inversa de Fourier de cada término, observando que
lamultiplicacion de e~7“" en el dominio de frecuencia corresponda a un desplazamiento de —n,
en el dominio de tiempo. De este modo, la ecuacion de diferencias es:

y[n] = —0.25y[n — 1] + 0.125y[n — 2| 4+ 10x[n] — z[n — 1].
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(c) Parahallar larespuestaaimpulso, h[n], rescribimos la ecuacion para H (¢’“) que hallamos en el
apartado (a) como la suma de dos sistemas de primer orden y unimos término por término para
hallar qué vaores ddl numerador deben corresponder acadatérmino. Es decir,

10 — e=9v A B

H(e™) = , __ — ‘ ‘
(™) (1= 025¢ 7)1+ 05e %)  (1—025¢79) « (1+0.5e )

A(1 +0.5e79%) N B(1 — 0.25¢77%)
(1 —0.25e=3%)(1 + 0.5e=5«) (1 — 0.25¢=3%)(1 4 0.5e—3)
A+ B+ (0.5A—-025B)e7*)
(1 —0.25e799)(1 + 0.5e—3«)
Al unir los términos obtenemos A = 2 y B = 8. Entonces, la transformada inversa de cada término
se puede determinar apartir de latabla5.2:
2 8
— + .
(1 —0.25e=3%) = (14 0.5e=4)

H(e™) =

gue nos da,
hin] = 2(0.25)"u[n] + 8(—0.5)"u[n].
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