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6.003: Sefialesy sistemas— Otofio 2003

Soluciones del boletin de problemas 8

Ejerciciospara €l estudio en casa

O&W, 8.35
() En €l diagramadel sistema observamos que:
z(t) = x(t) cos (wet)
Si utilizamos la propiedad de la multiplicacion:
Z(w) = - (X(jw)« FT{cosuit})

LaTF de cosw,.t sondosimpulsoscon area ten +w,.. Porlotanto, Z(jw) esel espectro de
X (jw) desplazado paracentrarseen w. y —w, yaescaade ;- xm = ;. Laspartesredese

imaginarias de Z(jw) son las siguientes:
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Parahallar la TF de p(t), definamos en primer lugar una sefial, q(t), tal que:

2, |w| < o
0= {0 2




Por lo tanto,

p(t) = [q@)* > 5<t—nfu—”>] -1

n=—oo

Si tomamos la transformada de Fourier,

P(jw) = “’%(%) [wc > dw- kwc)] — 216 (w)

k=—o00
A continuacion, tenemos el diagramade P(jw). Sm{P(jw)} = 0.
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Observe que en €l gréafico anterior desaparece el impulso que se encuentraen el origen debido ala
restacon 27 (w).

Utilice de nuevo la propiedad de lamultiplicacion Y (jw) =5-(Z(jw) * P(jw)).
A continuacion, se muestran las partesreal eimaginariade Y (jw):
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(b) Paraque x(t) =v(t), debemos mantener el contenido de lafrecuencia de Y (jw) entre twp,
realizar su escala correctamente. Por tanto, H (jw) es un filtro de paso bajo con frecuencia de corte w,,
y ganancia 7, tal como se dibuja a continuacion:
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Problema 1l (O&W, 7.34)
X (e/*) tiene las caracteristicas que se trazan en el siguiente gréfico (donde A es cualquier nimero real) :
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Para que X (e/*) ocupetodo €l rango entre —7 y 7, tenemos que realizar a escala el espectro

de —* a * porunfactor de %4, paralo cual tenemos que cambiar la velocidad de muestreo por un
factor de % Dado que sblo podemos sobremuestrear y submuestrear por factores enteros, tenemos que
sobremuestrear por un factor de 3y, a continuacion, submuestrear por un factor de 14.
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Al sobremuestrear por 3, comprimimos el espectro de X (¢?*) por un factor de 3y, acontinuacién, lo

pasamos atravées de un filtro de paso bgjo con una ganancia de 3. Enlasiguiente figura se muestra
el resultado:

Xp(el9)
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Posteriormente, cuando submuestreamos el espectro anterior por 14, lo expandimos por un factor de 14y

trazamos la escala de Iaalturaall—4, como seindicaen el siguiente gréfico:

X4(el®)
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Por lotanto, L =3y M =14.



Problema 2

(a) x[n] esunasefia en tiempo discreto de valor real cuya TF en tiempo discreto (DTFT) —n < w <

viene dada por: X(e¥)

—T —wo 0 wo
—Wwp — WM —Wo + Wym wo — WM wo +wpm

Sea,

z¢[n] = z[n] cos[w,n]
Si utilizamos latabla 5.2 y tomamos la transformada de Fourier de cos [w,n],

DT FT{cos[w,n]} =7 i {6(w —w, — 27l) + 6(w + w, — 27l)}

l=—0c0

DT FT{cos|w,n|}

|
1
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Si utilizamos la propiedad de lamultiplicacion de latabla 5.1, Z.(e’*) eslaconvolucién periddicade
X(ev) yla DTFT{cos|w,n]} sobreun periodo 21y después aeﬂ:alaL Tomamos un periodo,

de —7 a w, de DT]—"T{cos[w n]} y realizamos una convolucién regular con X (elv).

Centradoen w = 0, obtenemos la superposicion dedos X (e’ ) aescala 1. Z,(e’") se muestra

2
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Z.(e’") pasadespués através de un filtro de paso bajo con frecuenciade corte w,; y ganancia 1.

A continuacion, se muestrala TF en tiempo discreto (DTFT) de x.[n]:

Xe(e™)

1
2
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—wm) (2m — wpr)

Sea,

zs[n] = x[n] sinfw,n]

Si utilizamos latabla 5.2 y tomamos la transformada de Fourier de sin|w ,n],

o0
DT FT {sinfw,n]} = g Z {6(w —w, — 27l) — §(w + w, — 27l)}

l=—00

Hallamos Z (') mediante la convolucién periédica como anteriormente. A continuacion, se muestran
los términos superpuestos centradosen w = 0 desde X (¢’*) (en lineas discontinuas). Afiadidos los
términos de superposicion, indicamos el Z,(e’*) queresultaparael intervalo de —7 a .

Zg(e?™)

Z(e’V) pasaatravésdel filtro de paso bajo con frecuencia de corte w;; y gananciade 1. Hallamos

laDTFT de x4[n] tal como se indica a continuacion:
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(b) El maximo submuestreo posible se consigue una vez se expande la parte no cero de un periodo del
espectro de tiempo discreto parallenar toda la banda desde —mthasta 1t
Por lo tanto,

=14

NP

(c) El siguiente esquema corresponde a diagramadel sistema para recuperar x[n].

2 cos(won)

!
©
2 sin(won)

Después de sobremuestrear por m, recuperamos X .[n| y z4[n| de y.[n] € y,[n| respectivamente.
Observe que e sobremuestreo por m tiene un blogue (flecham hacia arriba) de insercion cero y
un filtro de paso bajo paralainterpolacién del dominio detiempo. LaDTFT de X.[n| y z4[n]
se derivaen a. Segun el diagrama del sistema:

Teo|n] = xe[n] X 2 cos[w,yn]

Si utilizamos la propiedad de lamultiplicacion y realizamos una convolucién periddica, obtenemos X, (e7*)
tal como se indica a continuacion:
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Iguamente, x,,[n] = x4[n] x 2sinfw,n], y obtenemos X,,(e’*) como se indica en la figura.

S afladimos X (') y X,,(e’™), obtenemos el espectro de X (¢/*’). De este modo, recuperamos



Problema 3

(a)
w(t) = e tu(—t)+ 2 u(t)

Si utilizamos las transformadas de Laplace de las funciones elementales (tabla 9.2), hallamos:

—1
t
J— = _1
e ‘u(—t) pE Ry =Re{s} <
1
—2t L _ _
e “u(t) Y Ry = Re{s} > -2

Si utilizamos la propiedad de linealidad tenemos:

—1 2 ,
X(s) = S+1+S+—2, ROC contiene R (R
S
= — ROC =-2<R -1
(5+1)(5+2) < Refs) <

A continuacion, seindica el diagrama de polo-cero:

Sm
mapa polo-cero de X (s)
D Re




z(t) = (e'cost)u(—t) + u(—t)
(e e s
1 145)t 1 1—j)t
= e u(=t) + S u(=t) + u(-t)

Mediante las transformadas de Laplace de funciones elementales (tabla 9.2), hallamos:

eIty (—t) P Ry =Re{s} <1
eIty (—t) - (_11_ 7 Ry = Re{s} <1
u(—t) — — R3 = Re{s} <0
Mediante la propiedad de linealidad tenemos que:
X(s) = -2 L ZL? +_—1, ROC contiene Ry (\R2( Rs

s—(14+yj) s—(1-j) s
—(1/2)s* + (1/2)s(1 — j) — (1/2)s* + (1/2)s(1 + j) — s* + 25 — 2
- (P —2572) ROC= Re{s} <0

—1(2s* — 35+ 2)
= #2519 ROC= Re{s} <0

Resolviendo el denominador, observamos que |os polos se ubican en:

s = 1+
s = 0

Resolviendo el numerador observamos que los ceros se ubican en:

3 VT
— 244M°
iy 1777

A continuacion, indicamos € diagrama pol o cero:

10



Y
mapa polo-cero de X (s)
K=-1
1+ X
+4+ O
> — Re
|
_§W O
~1- X
Problema 4
(a) Tenemos lo siguiente:
— 25 — 25
X(s) = ° i —3 < Re{s} <4

2—s—12 (s —4)(s+3)
Mediante la expansion de fraccién parcial:
s —25 A B

(s —4)(s+3) s—4+s+3

multiplique ambos lados por (s — 4) eintroduzca s = 4,

s — 25 _ 4
s+3
A = -3

multiplique ambos lados por (s + 3) eintroduzca s = —3,

s — 25
= B

s—4
B = 4
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Por lo tanto:

-3 4
X = —3<R <4
() s—4+s+3 e{s}

Utilizando la tabla de las transformadas de Laplace parafunciones elementales (tabla 9.2) y dadala
ROC, hdlamos:
z(t) = 3eu(—t) + 4e 3 u(t)

Tenemos lo siguiente:

_2$2+73+9_252+7s+9

X =
(s) (s +2)? s2+4s+4

Re{s} > —2

Como € grado del numerador es el mismo que el del denominador, tenemos que utilizar una
division larga paradividir el numerador por e denominador antes de hallar la expansion de la
fraccion parcial:
s—1
X(s)=2— —
(5) (s +2)2
Y apodemos hallar la expansién de la fraccion parcia del segundo término del lado derecho dela

igualdad:
s—1 A B

(s +2)2  (s+2)2 i
multiplique los dos lados por (s + 2)? eintroduzca s = —2,

s—1 = A+ B(s+2)
A = -3

multiplique los dos lados por (s + 2)?, eintroduzcaAy s =1,

s—1 = A+ B(s+2)

B =1
Por lo tanto:
X(s) = 2— ( 3 + ! ) Re{s} > —2
(s+2)2 s+2
= 2+ ’ = Re{s} > —2

(s+2)2 s+2

Utilizando la tabla de las transformadas de L aplace para funciones elementales (tabla 9.2) y dadala
ROC, hallamos:
z(t) = 20(t) + 3te *'u(t) — e *u(t)

12



Problema 5 (O&W, 9.24 (f))

Tenemos X (s). Sepuede calcular | X (jw)| paracuaquier w como K25 donde K es cualquier nimero real
y a, b, ¢, d son magnitudes de vectores, como se indica a continuacion en el diagrama de polo-cero de X (s).

Sm

mapa polo-cero de X (s)

c

Ze\ Zd

Tenemos que hallar X;(s) tal que,
plano derecho.

e
1

()
1
2

| X1 (jw)| = |X(jw)| = K2, y no existan polos ni ceros en el

Si reflejamos el polo (en 1 en el gered) y & cero (en% enel gered) alolargo del ge jw o de ge
imaginario, podemos conservar las magnitudes d y c¢ del poloy del cero respectivamente. El diagrama

polo-cero que resulta es el siguiente:

Sm

mapa polo-cero de X4 (s)

En el diagramaanterior, € poloy €

Re

cero en —1 se cancelardn mutuamente. Por |o tanto,

Esimportante observar que, a partir del mapa polo-cero de X (s), como b = d,

(X (jw)|

K(s+ %)
Xi(s) 512
= K= KS =[x ()

13



Ahora, tenemos que hallar X, (jw) deformaque £ X, (jw) = ZX (jw) y no existan polos o ceros en
el plano derecho del mapa polo-cero de X5 (s). En el mapa polo-cero de X (s) de la pégina anterior
podemos escribir lafase, ZX (jw), delasiguiente forma:

LX(jw) = Lb+ Le— La— Zd

Si reflggamos el poloens = 1 alo largo del eje jw, lacontribucion alafase genera desde el polo
reflejado setransformaen —(m — Zd) = —m + Zd. Observe que el signo del angulo aportado

(£d) sehainvertido. Ahora, convirtamos ese polo en un cero. Lacontribucion alafase genera del

cero resultante es + (7 — Zd) = m — Zd.

L as dos operaciones anteriores, que reflgjan un polo alo largo del gjejw y quelo transformaen cero,
simplemente afiaden +7 alafase general. Para mantener lafaseigual, podemos multiplicar latransformada
de Laplace resultante por —1 yaque —1 = ¢~7™ restara 1t de lafase general.

Igualmente, s reflegjamosel ceroen s = % alolargo del ge jw, transformamos el cero en un poloy
multiplicamos la transformada de L aplace resultante por —1, lafase permaneceraigual, sin cambios.

Por |o tanto,
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Problema 6 (O& W, 9.26)

Necesitamos hallar la transformada de Laplace de y(t) utilizando las propiedades de dicha transformada. Las
dos propiedades, el desplazamiento de tiempo (tabla 9.1 del libro de texto) y el escalado detiempo —1
(pégs. 686 y 687 del libro) gue necesitaremos son:

2(t —tg) «—— e *"X(s)
z(—t) «—— X(—s)

LaROC eslamisma parala propiedad de desplazamiento de tiempo . Parala propiedad de escalado de
tiempo por —1, la ROC sereflejasobre el gje jw 0 €l geimaginario en e plano s.

y(t) = x(t—2)*xxo(—t+3)
donde z,(t) = e Hu(t)
y @a(t) = e u(t)
s tomamos la transformada de L aplace:
.I'l(t) > 3—'——2’ Re{S} > —2
1
JE—— 728 J—
z1(t —2) ey Re{s} > —2
xo(t) . Jlr 1 Re{s} > -3
1
xo(—t) mpoT Re{s} <3
1
(4 —3s
xo(—(t —3)) porert Re{s} <3

Utilizando la propiedad de la convolucién de la transformada de Laplace (tabla 9.1), tenemos:

Y(s) = Xi(s)Xa(s), a menos R; N R,

6—25 6—35
= X
s+2 —s+4+3
_6—55
Y = - —2
(s) prp—t < Re{s} <3
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