Senales y sistemas
Otono 2003

Clase 6
23 de septiembre de 2003

Repeticion, propiedades y ejemplos de las series de fourieren TC
Series de Fourier en tiempo discreto (TD)

Ejemplos de series de Fourier en tiempo discreto y diferencias
con las series de Fourier en tiempo continuo (TC)




/Pares de series de Fourier en tiempo continuo (TC) \
2T
W o
T

ﬂj(t): Z ay, ejk?wot Z ay, 6327rkt/T

k=—o0 k=—0o0

Review:
(Repaso:)

g = T/Ta:(t)e_jkwotdt

pasar esto por alto

/ en el futuro

EFS

\ x(t) < ay /




Otro ejemplo (importante): tren de impulsos periodicos

Z 6(t —nT) — Samphng function
funcion de muestreo)

important for sampling

(1) (importante para el muestreo)
1
2T -T T 2T 3T t
a, = l/T/Q x(t)e_jkwotdt — l/T/2 5(t)e_jkw°tdt
T ~T/2 r —T/2
1
= — forallk !
1" (para todo)
U — Todos los componentes tienen:
1 o (1) la misma amplitud,
=7 2 Yy
k=—o00 (2) la misma fase.




(Algunas de las) Propiedades de las series de Fourier
en tiempo continuo (TC)

« Linealidad «(t) < ax,y(t) < br = ax(t) + By(t) < aar + by
« Conjugar simetria
x(t)isreal = a_p=a;

(es real)
Y
ar = Re{ar}+jIm{iar}
= Jagle’ "

Re{ay} tcseseafaesl Im{ag} ] zs ?I%%&I‘)

lax| is even, Za 1s odd
(1 es par) (es impar)

_ r(t) < ag
Desplazamiento " .
detiempo x(t —ty) < age ? woto __ ape 27t /T

Introduce un desplazamiento lineal de fase oc ¢




S

jemplo: desplazamiento por medio periodo
y(t) =zt —T/2) < are " = (—1)%ay
USiH% p—JkwoT/2  _  —jkm
(utilizando)
¥(1)
AN AN AND A
| |
32 -T2 T2 g 3102
1 o0
y(t) « (—1)*ay (ak =7 = F.C. of nzz_:oo 6(t —nT)
|
(—1)F
T




. Relacidon de Parseval
oo

1
R S
L. T J k‘:—OO
~~ Power in the
Average signal power k+r, harmonic
(potencia media de la sefial) (potencia en el armonico ky,)

La energia es la misma tanto si se mide en el dominio del tiempo como
en el de la frecuencia

«  Propiedad de multiplicacion

x(t) <> ap,y(t) <« by (Both x(t) and y(t) are

I periodic with the same period 1)
(x(t) e y(t) son periddicos con el mismo’periodo T)

a:(t) . y(t) <~ CL = Z albk_l = a * bk;
Proof: (Prueba;) [==00

. . . l_l_m:k. .
E :aleglwot ) E :bmejmwot _ E :albme](l—l—m)wot trm=k, E : [E :albkl] egkzwot
l _m y l,m k l

\ . 7

"~ ~"

2(1) y(t) >




Convolucidn periodica

x(1), y(t) periddico con periodo T
x(1)
1
| | | |
[ | | | ¢
T 12 Y me T
¥(®)
| M
-T/2 0 T2 T t
/ y(t — 7)dTr — mnot very meaningful
0 (no es muy significativo)

E.g. If both z(¢) and y(t ; are positive, then
(Ej., si x(t) e y(t) son positivos,

x(t) xy(t) =




Convolucion perioddica (continuacion)

Convolucion periddica: integrar sobre un periodo cualquiera (ej. -7/2 a 7/2)

T/2 -
A(t) = / (Pt — )dr = / o (Pt — 7)dr

—T/2 —00
where
(donde) r(t) —T/2<t<T/2
xr(t) = .
0 otherwise
(de lo contrario)
X (2)
1




Datos de la convolucion periddica (continuacion)

1) z(r) es periodico con periodo 7' (¢por que?)

B ) ot o e el

In the convolution, treat Q as the i 111 ut and z7 %tg as h
(En la convolucion, considere y( t%/ mo la entrad y x(t) como h

2) No importa el periodo sobre el que hayamos decidido realizar la

integracion: / 2(T)y(t — 7)dr = 2(t) @ y(t)
Convolucién ’

3) periodica z(t) < ak,y(t) < bg, 2(t) < c
en el tiempo

1 - 1 .
c. = —/ z(t)e‘ﬂkwotdt: —/ (/ x(7)y(t7)d7> e Jkwot gy
T T T T T
1 —jkwo(t—7) —qkwoT
- T y(t — 7)e 770 dt | x(T)e 7 T dr
T T

ey o

Y

(7

" iMultiplicacion
. = oT —= I
= /Tbka:(fr)e dr = Tayby en frecuencia!




Representacion de las series de Fourier de sefiales
periodicas de tiempo discreto (TD)

* x[n] - periodico con periodo fundamental N, frecuencia fundamental
27

N| = d =
zln+ N =xn] and wy N

« Solo los ¢“” periodicos con periodo N apareceran en las SF
wN =kK2rsw=ky , k=0+£1,%2, ---

» SOlo existen N sefales distintivas de esta forma

2m™n

—~
eg(k—l—N)won _ ejkwoneijOn _ ejkwon

« Podriamos utilizar s6lo e/0«on eilwon cj2won .. oj(N=Dwon

« Sin embargo, a menudo resulta util permitir la eleccion de que N valores
consecutivos de & sean arbitrarios.

U




Representacion de las series de Fourier en tiempo discreto (TD)

ZE[?”L] _ Z akejk(Qw/N)n
kE=<N>

> = Sumar sobre cualesquiera N valores consecutivos de k
k=<N>

— Esta es una serie finita

{a,} - Coeficientes de las series de Fourier

Preguntas:

1) ¢Que senales periodicas de tiempo continuo tienen tal representacion?

2) ¢Como hallamos a,?




Respuesta a la pregunta 1:

Cualquier sefial periodica de tiempo discreto tiene una representacion de

las series de Fourier:
rn| = 2{: ajel o

U
z|0] = E: a
k=<N>
x[l] = 2{: a,elFeo
E=<N>
r|2] = j{: aj,e?2Rwo
k=<N>
zN —1] = 2{: ape? IV~ Dhwo
k=<N>
N equations for N unknowns, ag, a1, - ,an_1

(N ecuaciones para N incognitas,)




Una forma mas directa de resolver para a,

Series geométricas finitas

N—1
E a’ =
n=0

|

(

N o =1
§1—a¥

( 1 —«a a7l
o = efkwo

N—1 ~1

. , n
Z egkwon _ Z egkwo _ Z (eijﬂ'/N)

n=<N>

k=0,+£N,+2N, -

— 1 — 6jk‘(2ﬂ'/N)N

- =0 ,otherwise
1 — eJriwo " (de lo contrario)




Por tanto,
a partir de

N/

Z x[n]e_jmw“”

n=<N>

multiply both sides by e=47won
(multiplique ambos lados por)

and then
(y despues) = = o

E E akejkwon e—jmwon

n=<N> \k=<N>

_ Z a Z ej(k—m)w(m

k=<N> n=<N>
N~ S

=NJ[k—m]— orthogonality
(ortogonalidad)

— Na,,




Par de las series de Fourier " 2m
de tiempo discreto

x[n| = Z ajelFeon (Synthesis equation)
< N> (ecuacion de sintesis)

1 .
ar = 5 Z z[n]e F¥o™  (Analysis equaiton;

e N> (ecuacion de analisis

Nota: resulta conveniente pensar en a, como elemento definido por todos
los enteros k. Por tanto:
1) a,.y=a,— propiedad especial de los coeficientes de Fourier de
tiempo discreto (TD)
2) Enlaecuacion de sintesis solo utilizamos N valores consecutivos
de ay. (Dado que x[n] es periodico, viene especificado por N
numeros en el dominio del tiempo o de la frecuencia.




Ejemplo 1:

z[n|

xn| = =

2

suma de un par de sinusoides
= cos(mn/8) + cos(mn/4 + w/4)

— periodic with period N = 16 = wg = 7/8
periodico con periodo N)

= 1/2
= 1/2
= ejn/4/2

= eI™4/)2

[6jwon + 6—jwon} 4=

{637T/4632w0n 4 6—]7r/46—32w0n

2
a5 = a ., —a, =172
G66 = yias™ G2= €2




Ejemplo 2: onda cuadrada de tiempo discreto (TD)

SN 1101 SO A 11 SO A L R

-N -N; 0 N; N n
Ny
1 2N1 +1
w= = 3 aln] - }\f aN =GN = agy = -
n:—Nl
For k # multiple of IV: Utilizando n=m-N,
(Para ... multiplo de N) Ny 2N
a/k — Z e—jkwon — Z e—jkWO(m N1
n——N1
2N, —Jkwo(2N1+1
_ 1 ejkwoNl Z(e—jkwo)m _ iejkwoj\]l 1 —e™J 0( 1+1)
N — N 1 — edkwo
1 sin [k(Ny +1/2)wo] 1 sin[27k(Ny +1/2)/N]
N sin(kwg/2) N sin(rk/N)




Ejemplo 2: onda cuadrada de tiempo discreto (continuacion)

1 sin [27k(Ny +1/2)/N]|

ap —

N sin(7wk/N)
2N1+1=5 N=10
8-4 048 k
N=20
i L T g4 0478 ™ L Tk
N=40

-8-404 8 K




Cuestiones de convergencia para las series de Fourier de tiempo discreto.
No se considera una cuestion, puesto que todas las series son sumas finitas.

Propiedades de las series de Fourier de tiempo discreto: muchas, al igual
que en las series de Fourier de tiempo continuo.

Ejemplo: zln] —  ap

eIMwonpinl by =?

ZC[TL]@jMWOn _ 2 - arejrwonejMwon

r=<N>

k=r+M ;
r E : ak_Mejkwon

E=<N>

I (desplazamiento de frecuencia)
Frequency shift

bk — Q- M jkwo — ](k — M)WO
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