Senales y sistemas
Otono 2003

Clase 11
9 de octubre 2003

1. Propiedades y ejemplos de la TF en tiempo discreto.
2. Dualidad en las series de Fourier (SF) y la transformada de Fourier (TF)
3. Magnitud / Fase de las transformadas y respuestas de frecuencia.




Ejemplo de la propiedad de convolucion

hln] = a"u[n], x[n] = uln]  |af,[8] <1
. 1 . 1
H(e™) = oo X&) == Be—iw
J

y[n] = hln] * z[n] «—— Y (/) = (1 — ;e—jw) <1 _ ;e—jw>

- ratio of polynomials in e /% (ratio de polinomios en (...))

. PFE A B
Y (eIY) = . .

A, B - determined by partial fraction expansion
(A, B - determinados por expansion de fraccion parcial)

yin] = Aa"uln] + BB u|n]

. 2
B=a:Y(e")= 1
1 — e i

yln] = ,dX(ejw), yn| = (n + 1)a"u[n|

nx(n| < j 7




Istema LTI en tiempo discreto descrito por las ecuaciones
diferenciales de coeflc:lente lineal constante

N

Zakyn—

k=0

From time-shifting property:

Zbkxn—

z[n — k| «— e I X (eI¥)

(A partir de la propiedad de desplazamiento de tiempo)

Y
N
Zake—gkwy egw Zbke—kaX(ejw)
k=0 k=0
Y
) W Z]W: b G_ka ) W
o) - | TR e
2 k=0 OkE

'y N

Funcion racional de e/,

utilice PFE para obtener A[n]




Ejemplo:  sistema recursivo de primer orden
yln] —ayln —1] = z[n}, [of <1
con la condicion de reposo inicial < causal

(1 — ae™ )Y (/%) = X (&%)

o Y (ed¥) 1
HE) = Xee) = T=ac
|




Propiedad de multiplicacion de la TF en tiempo discreto

. 1 . .
yln| = z1|n| - x2[n] «— Y (e¥) = o0 X1 (e?) X5 (e79)db
™ Jor
1 . .
= — X (%) ® Xa(e!”
5-X1(e™) ® Xa(e”™)
— Periodic Convolution
Derivation: (Convolucion periddica)
(Derivacion:)
Y(e¥) = Z z1[n] - £o[n]e 4"
= 1 0\ _jOn —jwn
= Z — Xl(e*7 )e?"dl | xanle?
= 27
1 9 —'(w—O)n
Xg(e;(rw 9))
1

= X (7 X (7 @=0Y 40
o |, 1(e?”) X (e )




/ Calculo de convoluciones periodicas \

Suppose we integrate from —m to m:
(Suponga gue integramos de - p a p:)

. 1 T . .
V() = o / X, (£99) X, (7“9 dp
1 <. . .
_ L [ X1 (679) X, (/0 do
21 J_

where (donde)

-

. {Xl(ejg): 0 <

X, (%) =
(€™) 0, otherwise
(de lo contrario)




; sin(mn/4)\ 2 sin(7n /4
Ejemplo: y[n] = ((—/)) = x1[n| - x2[n], z1[n| =x2[n] = (—/)
™ ™
1 .
Y (e¥) = %Xl(ejw) R Xo(e!)
Xl(eje)
I 1 i
2 = Pl " n 6
: Xz(ej(w—e)) E
— o ® b T | | |
W -2 | 4 ® 4 | 2 TT 0
' Y(e %)
1
/\ /R /\
| —TT TC |
2T - — o1 Q)]




Dualidad en el analisis de Fourier
La transformada de Fourier es sumamente simétrica

TF en tiempo continuo: el tiempo y la frecuencia son continuos y, en general,

aperiOdicos.
t
:@/ X ]w e@ dw Lo mismo, excepto
por estas diferencias
/ () at
U

Suponga que f{-) y g(-) son dos funciones relacionadas mediante:

s = [ g

Entonces, o
(%éa;:)v' =t f(:%d r= w: r1(t) = g(t) «— Xl(]:w) = f(w)
Let 7 = —w and r = t: z2(t) = f(t) «— X2(jw) = 2mg(—w)

(Sea) (v)




Ejemplo de dualidad de la TF en tiempo continuo
Pulso cuadrado en el dominio del tiempo o en el de la frecuencia

X1 (1)

1

-Ty Ty t

X1 (jo)
T

i -n/T1/ /T4
Xa(jo)




SF en tiempo discreto

(Discreta y periddica en el tlempo) (Discreta y periédica en la frecuenma)
Discrete & pertodic in time «—— Periodic & discrete in frequency

2
xln| = Z ape?®m = g + NJ, woz—7T

N
k=<N>
Z x[n]fojkwon = Ak+N

=<N>

Dualidad en la SF en tiempo discreto

Suppose f[-] and g[-] are two functions related by
(Suponga f [-] y g[-] son dos funciones relacionadas mediante)

fim == 32 gl

r=<N>
> slmleiren
Entonces, M
1
Let m =n and r = —k: r1[n] = fln] «— ap = NQ[—k]
(Sea) (y)
Let »r =n and m = k: xz[n]:g[n]%ak:f[/ﬂ

(Sea) (¥)




Dualidad entre la SF en tiempo continuo y la TF en tiempo discreto
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(Periodico en el tiempo <--> Discreto en frecuencia)
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_ Discrete in time < Periodic in frequency
(Discreto en el tiempo <--> Periddico en frecuencia)




Dualidad SF en tiempo continuo-TF en tiempo discreto

Suppose f(-) is a CT signal and g¢[-] a DT sequence related by

(Suponga que f (-? es una sefal de tiempo continuo y g [-] una secuencia de
tiempo discreto relacionadas mediante:)

+ o0

f(r) = Z g[m]e!™ = f(r 4 27)

m=—00

Then (Entonces:)

2(t) = J(1) > a = g[H]

periodic with period 271';
periddico con un periodo 2p

r[n] = g[n] «— X(ejw) = f(—w)




/ Magnitud y fase de la TF y relacion de Parseval
1 o

TC: x(t) = 2—/ X (jw)e’tdw
T — 0

X (jw) = | X (jw)|e! FX )

Relacbn de Parseval: [ >~ 1
| P = [ o X do

27r\

— 00

1 -
TD: zn|=— [ X(e¥)e“"dw

2T
X(e) = [ X(e)]e X
R\elacién de Parseval:

> lalnlft = [ X ()P

n=——oo




Efectos de la fase

No se da en la distribucion de energia de la sefial como funcion
de la frecuencia.

Puedeitener un efecto notable sobre la forma / el caracter de la sefal.

— Interferencia constructiva / destructiva.

¢ ES Importante eso?

— Depende de la seial y del contexto.




Demo: 1) Efecto de la fase en las series de Fourier.

2) Efecto de la fase en el procesamiento de imagenes.

Sinusoid #1: A1 cos(2mt - ¢])

A 1 -
™ |
or 1 3
il _ Resultant Sinusoid: Zk:l Ak cos(2mkt - ¢k)

YW W YW

(%]

[y

Lk
- o
Amplitude
)

I 0 1 2 3 2
‘Phas 0 = = -
3t : ; ; : i ]
1.00 Sinusoid #3: A3 cos(bmt - ¢3) 0 0.5 ] Tlh.gc 2 25 3
1 1 ' '
|
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£ 0 1 2 3




/ Magnitud logaritmica y fase

x(t)

Y

H(jw)

I
Y (jw)| = [H(w)| - [X(jw)

~y(t)

or(0) log [V (jw)| = log | H (jw)| + log | X (jw)|

and (y)

/Y (jw) = /H(jw) + /X (jw)

Cascading:
(en cascada)

Y

Y

Hi (jw)

Hj(jw)

Y

LH(jw) = LH)(jw) + LHz(jw)

\ log |H (jw)| = log | H1(jw)| + log |Ha(jw)|

}fécil deW




Trazado de la magnitud logaritmica y la fase

a) Para sefiales y sistemas de valor real

H(—jw)| H (jw)] }
/ H(—jw) —/H(jw)

Diagrama para o > 0, a menudo
—>con una escala logaritmicalpara
la frecuencia en tiempo continuo

b) En tiempo discreto, sélo es necesario un diagrama para 0 < o < r (con escala lineal).

c) Por razones historicas, la magnitud logaritmica se traza, generalmente, en unidades
(potencia de salida)

de decibelios[(dB): (1 bel = 10 decibels — utput power T "7

input power (paencia de entrada)

potencia magnitud
D Y
10logyg [H(jw)|” = 201logy, [H (jw)
H(jw)| = — 0dB
H(jw)|=v2 — ~3dB
H(jw)| = —» ~6dB Portanto,... 20 dB o 2 belios:
H(jw) =10 — 20dB = ganancia de amplitud 10
H(jw)| =100 —  40dB = ganancia de potencia 100




Diagrama de Bode tipico para un sistema de segundo orden en tiempo continuo
20 loglH(jw)| Yy L H(jw) vs. log ®

20 |-

10}
0dB
101 ,
20 40 dB/década
-30 -
40 -
-50 -

20 logyo IH(jw)|

10 100 1,000

Z H(jo)
STk

Cambia por -«

10 100 1,000
 (rad/s)




Diagrama tipico de la magnitud y la fase de una respuesta
de frecuencia de segundo orden en tiempo discreto
20log|H(¢?)| y LIH(&?) vs. ®

20 logyo IH (el @)1

. Para sefiales reales,
ZH{el®) : 0 an es suficiente
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