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6.003: Sefialesy sistemas— Otofio 2003

Soluciones del boletin de problemas 9

Estudioencasal O&W, 9.25(e)
Suponemos que € sistema en consideracién, H(s), tiene laformasiguiente:

H(s) = z+z(s+a+jw0)(s+ajw0)
= er Z(s2 + 2as + a* + wj),
donde b corresponde a poloy a ceroene gerea y ay wq caracterizan los ceros del conjugado complejo con
wo > a. De este modo, podemos observar que H(s) es una cascada de dos sistemas LTI,
Hq(s)y Hs(s) ,los cuales estudiamos en més detalle a continuacion.
El siguiente es un diagrama polo-cero de H,(s), quetiene un poloy un cero en el ejered, los cuales estan

separados ala misma distancia del origen.

wl

=)

Larespuesta de magnitud es el ratio de lamagnitud de |os vectores desde |os ceros alos vectores de los
polos cuando atravesamos €l gje jw. Desde cualquier punto alo largo del gje jw, losvectoresdel poloy
del cero tienen lamismalongitud y, por consiguiente, lamagnitud de la respuesta de frecuencia| H1 (jw)| €s
1 eindependientede w. Este esun sistematodo paso analizado en la seccion 9.4.3. Por lo tanto,

[H,(jw)| = 1.
Por supuesto, también podemos ver esto claramente en la ecuacion:

jw =b|  jw—b

V%—b |jw + b
Vw? 4 b2
NoErEas
LHi(w)] = L

Gl = |



El siguiente es un diagrama polo-cero de Hy(s) con 2 ceros en lamitad izquierda del planoy, comoya
supusimos a comienzo wq > a.

0 + jwo

O+ —Jwo

De este modo, podemos considerar Ha(s) uninverso de un sistema de segundo orden con un pequefio ratio de
amortiguamiento:

Hy(s) = s* + 2as + a* + wi.

Mientras que w << wy, Ha(jw) permanece aproximadamenteigual aw?. A medidaque w seaproximaawy,|Hs(jw)|
alcanza su minimo, ya que lalongitud del vector, z1, resultado de s = —a + jw,. se reduce.

Sin embargo, por el efecto del otro cero, |Hz(jw)| no consigue su minimo exactamente en

w = wp, S hoenunw ligeramenteinferior awy. Cercade w = wy, lalongitud del vector desde el

otro cero, z » no cambiamucho. De este modo, lavariacion de | H»(jw)| depende en mayor medida de

como cambie z 7 sulongitud. Paraw >> wy, |Ha(jw)| aumentade formacuadrética frenteaw lineal. De modo

que, €l diagrama general de magnitud esidéntico al de Hy(jw). A continuacion, se indica este diagramapara w > 0:

[H (jw)|

wo

Observe que el escalado enlosees wy |H(jw)| no esel mismo.



Estudioencasa 2 0O&W, 9.40
Al tratar con un sistema que tiene condiciones iniciales, como € nuestro, resulta mas sencillo utilizar latransformada
unilateral de Laplace. A partir delas propiedades de dicha transformada obtenemos las relaciones siguientes:

y(t) «— V(s)
y(t) «— sY(s)—y(07)
y'(t) —— $*V(s) —sy(07) —y'(07)
y'(t) —— $*V(s) = s"y(07) — sy (07) —y"(07)

Si las sustituimos en la ecuacion diferencial y resolvemos para ) (s), obtenemos lo siguiente:

X(s) n s2y(07) + s [y'(07) + 6y(07)] + [y"(07) 4 6y/(07) + 11y(07)]
s3+6s2+11s+6 s3+6s2+11s+6 '
ZSR ZIR

Y(s)

En la ecuacion anterior hemos indicado que )/(s) puede dividirse en dos partes. Laprimeradeellas, laZSR
(respuesta de estado cero), corresponde ala salida cuando el sistema esté inicialmente en reposo y Unicamente
responde alaentrada. La segunda parte, la ZIR (respuesta de entrada cero), corresponde a la salida cuando no
hay unaentraday el sistema responde solamente a su estado inicial.

(a) Paradeterminar la ZSR, simplemente podemos utilizar la ecuacion derivada de |a p4gina anterior,

1
(s3+6s24+11s+6)(s+4)
1

1 1 1 1
_ & _3 3 §
(s+1)(s+2)(s+3)(s+4) s+1 s+2 s+3 s+4

Vs (8)

Si tomamos la transformada inversa obtenemos |o siguiente:

Lo

Vasalt) = zetult) = Seult) + se () -

(b) Si utilizamoslaparte ZIR que derivamos anteriormente, podemos hallar la ZIR sustituyendo en el i dado

v, (s) 52+ 55+ 6 1
s) = = .
2R 53+ 652+ 11s + 6 s+1
Yur(t) = eitu(t)
(c) Entonces, por superposicion,
Y(t) = Yusr(t) +Yua(t)
7 1 1 1
= geftu(t) - 5672tu(t) + 5673tu(t) — —e My(t)



Praoblema 1
polo-cero que se indican a continuacion:

Considere un sistema LTI parael que lafuncién de sistema H(s) esracional y tiene los patrones

— O

(a) Indique todas las ROC posibles que puedan asociarse con este patron polo-cero.

Las ROC estan delimitadas por lineas verticales a través de la ubicacion de los polos, como seindicaen la

figurasiguiente:
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De este modo, las ROC posibles son:

Re{s} < —4
—4< Refs} <-1

—-1< Re{s} <2

2 < Re{s}

(b) Paracadaunadelas ROC identificadas en el apartado (@), especifique si el sistema asociado es estable y/o

causal.

Los sistemas causalestienen ROC aladerechadel polo situado mas ala derecha. Las ROC de los sistemas

establesincluyen el gje jw.

Re{s} < —4 : Nocausa. No estable



—4 < Re{s} < —1 : Nocausa. No estable
—1 < Re{s} <2 : Nocausd. Estable

2 < Re{s} : Causal. No estable

Praoblema 2  Dibuje unarepresentacion directa para el sistema LTI causal con funcién de sistema:

s(s+1)

He) = g oy

Observe gque la funcién de sistema puede representarse de laforma siguiente:

s(s+1)

(s+3)(s+4)
s+ s

s2 4+ 7s+12

Y(s) W(s)

W(s) X(s)

= 52+3;.
~—~— 52+ 75+ 12
Y(s) Nm—~————

W(s) W(s)
X(s)

H(s) =

De este modo, podemos considerar el sistema H(s) como una cascada de dos sistemas, es decir, Z(s) = %é%

que representalos ceros, y P(s) = V;gi; gue representa |l os polos.

En primer lugar, larepresentacion de un diagrama de blogues del sistema P(s). Puesto que €l sistema es de segundo
orden, deseamos representarlo utilizando solamente dos integradores en cascada.

m el [T w0 [T e
(t) _\‘1‘/ 3 3
7 12
@



Observe aqui que w(t) = dil”“t‘;(t) y w(t) = d‘g—t(t). Resultafacil confirmar que laimplementacion anterior del

sistema representa, de hecho, € sistema P(s) aplicando laférmula de Black de forma recursiva.
Ahora, nos gustaria utilizar € sistema anterior paraimplementar el otro sistema, Z(s). Observeque s, en €
dominio de Laplace corresponde la diferenciacién en el dominio de tiempo. De este modo, y(t) no es nada mas que
una combinacion lineal de distintos 6rdenes de derivadas de w(t); en nuestro caso, y(t) = 1 xw(t)+1xw(t)+0xw(t).
A continuacion, se muestra una representacion directadel sistemagenera H(s):

N\ O\
& & v(®)

)

®

En esta representacion del sistema, 1os nimeros en |os recuadros de ganancia se seleccionan simplemente de
los coeficientes del numerador y el denominador para una funcién racional de sistema. A menudo, cuando los
términos de ganancia son 1, se omiten, y cuando son 0, generalmente se omite la seccion.

Problema 3  Considere la cascada de dos sistemas LTI tal como se indica a continuacon:

w(t)
x(t) =—>s] System A System B f—om y(t)

donde tenemos lo siguiente:

e El sistema A es causal con respuesta aimpul so:

h(t) = e ?tu(t)



e El sistema B es causal y se caracteriza por la siguiente ecuacion diferencial, que relaciona su entrada
w(t), ylasdida, y(t):

e Silaentrada x(t) = =%, lasdida y(t) = 0.

1. Hallelafuncion de sistema H(s) = Y (s)/X(s), determine su ROC y dibuje su patrén polo-cero. Nota: su
respuesta debe ser s6lo numérica (es decir, tiene suficiente informacion como para determinar €l valor de
Q).

2. Determine laecuacion diferencia que relaciona y(t) y x(t).

Soluciones:

1. Lafuncion genera desistema H(s) es Ha(s) x Hp(s), yaque A y B del sistema estén juntos en cascada.
A partir delatabla9.2 de O&W, las transformadas de L aplace de funciones elementales,

1
Hu(s) = —— —2.
A(s) Y 2,§Re{s} >
Hp(s) sedeterminasiendo z(t) = et enlaecuacion diferencial dada parael sistema B.

Por tanto, y(t) = H(s)e®' y hallamos:

S+ «
HB(S): s+ 1

LaROCera Re{s} > —1,no Re{s} < —1, porque se nos indica que el sistema B escausal.
Tenemos que resolver para o. Ademés de la ecuacion diferencial que relaciona laentrada con la
salidadel sistemaB, nosindican ques z(t) = e~3, que es unafuncion propiade un sistema LTI,
entonces, y(t) = 0.

El concepto que queriamos probar aqui erala propiedad de funcion propia de sissemasLTI. Sin
embargo, € problema estaba mal planteado. Concretamente, para poder aplicar la propiedad de
la funcion propia, —3, dee™3!, deberia haber estado ubicado en laROC deH(s), deformaque
H(—3) hubieseexistido. Sin embargo, dado quelaROC deH(s) esRe{s} > —1, H(—3) no
existe. Por lo tanto, no tenia suficiente informacién para determinar H(s) en este problema. La
siguiente solucién es simplemente un g emplo parailustrar un posible método para obtener

H(s) suponiendo que existia H(—3).

Deestemodo, H p(s) s=—3 = 0. Estarestriccion nos permite resolver para a. Concretamente:

,Re{s} > —1.

-3+«
Hp(-3) = = = 3.
B(=3) =7 =0—a
Por lo tanto, lafuncién general del sistema en cascadaes:
3
H(s) = s ,Re{s} > —1

(s+1)(s+2)

La ROC no debe tener ninglin polo en ésta, por 1o que la ROC general debe estar a la derecha de
todos los polos en € sistema.

A continuacién, se muestra el diagrama polo-cero:


a
sólo


iR ¢
7

7

2. Podemos determinar la ecuacion diferencial que relacionay(t) y x(t) apartir delafuncion de sistema

halladaen (4). Dado que H(s) = ;g‘z), multiplicamos & denominador de H(s) por Y (s) y & denominador
deH(s) por X(s):

Y (s)(s* 4+ 3s +2) = X(s)(s + 3).
Si o distribuimos a ambos |ados tenemos;
s2Y (s) + 3sY (s) + 2Y (s) = s X (s) + 3X(s)

Debido alalinealidad, podemos tomar latransformadainversa de Laplace de cada uno de los términos
anterioresy obtener la ecuacion diferencial siguiente:

d*y(t) | ,dy(t)

12 +3 T +2y(t) =

dx(t)
Sdt

+ 3z(t).

Problema 4  Suponga que se nos facilita lainformacién siguiente acercade un sistema LTI causal y estable con
respuesta aimpulso h(t) y con unafuncion raciona H(s):

e Larespuesta de estado estacionario aun escalon unitario, es decir, s(oco) =

wl=

e Cuando laentradaes eu(t), lasalidaes absolutamente integrable.


internacionales
1


o Lasefal,

d*h(t)  _dh(t)
5 6h(t
dt? * dt + 6h(t)
tiene duracion finita
e h(t) tiene exactamente un cero en €l infinito.

Determine H(s) y su ROC.

Solucion: paradeterminar H(s) y su ROC, tenemos que andlizar y combinar toda la informacion que nos
proporcionan.

El primer dato que se nos proporciona es que el sistema es causa y estable. Dado que € sistema es causal,
sabemos que laROC se encuentraen el lado derecho, y a ser estable, sabemos que laROC incluye el ge
Jw.

El siguiente dato, |a respuesta de estado estacionario a un escalon unitario, es decir, s(oo) = %, Nnos proporciona
informacion sobre H (s)|s—o. Observe que larespuestaaescalones s(t) :f_too h(7)dr. Por tanto, parat = oo,
s(00) = [%_h(r)d7. No obstante, esta es la misma ecuacién de la transformada de Laplace que podemos

utilizar pararesolver para H (s)|s=o. Por lo tanto, H(0) = %

El siguiente dato, cuando la entrada es e’u(t), la salida es totalmente integrable nos proporciona
informacion acercade un cero de H(s). Sabemosques z(t) = e'u(t), entonces X (s) =1+, Re{s} > 1
e Y(s) = H(9X(s). La ROC para Y (s) serd al menos, lainterseccion dela ROC para X(s) conlaROC
para H(s). S y(t) estotalmente integrable, podemos tomar su transformada de Fourier correspondiente,
es decir, la ROC incluye el ge jw. Dadalapropiedad 2 del capitulo 9 de O&W, la ROC de cualquier
sistema, incluido Y(s), no incluye ningin polo. Por lo tanto, el polo en Y(s) en s = 1 seeliminateniendo
unceroen s =1 en H(s).

Pasemos al cuarto punto, h(t) tiene exactamente un cero en infinito, que nos proporciona informacién
sobre los 6rdenes relativos del numerador y del denominador para una transformada racional. Concretamente,
el orden del denominador es uno superior a del numerador. Por lo tanto, sabemos que el denominador
tiene dos polos.

El tercer punto nos proporciona informacién acerca de los polos de H(s). Por lapropiedad 3 del
capitulo 9 de O& W, si una sefial tiene duracion finitay es totalmente integrable, la ROC de la sefial estodo

2
d Z(t) +5 dn(t) + 6h(t) tiene duracion finita. ¢Es también totalmente integrable?

el plano s. Sabemos que

Podemos demostrar que |0 es observando cada uno de los términos de la funcion por separado. Sabemos
que h(t) estotalmenteintegrable porque es estable, es decir, su ROC incluye el ge jw. S
multiplicamos h(t) por 6 (unaconstante) su integrabilidad absolutano variard. Enlatabla 9.1, la

ROC de laderivada de una funcion incluye también la ROC de lafuncion original. Por tanto, 5%@

incluirdel ge jw y serdtotalmente integrable. Igualmente, la segunda derivada, %ﬁ incluiralaROC
delaprimeraderivaday, por lo tanto, es ademas totalmente integrable. Enla tabla 9.2, lasumadelas 3
funciones tiene al menos lainterseccién de las ROC de cada una de las tres funciones. Dado que laROC

de cada una de estas funciones incluye el ge jw, lasumaincluirael gje jw y, por lo tanto, lasumaes


internacionales
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2
totalmente integrable. Dado que laROC de esta sefial, ddj;(t) +95 dzt(t) + 6h(t) estodo el plano s, no puede
haber polos a excepcion de en co. Sin embargo, sabemos que H(s) tiene a menos dos polos. Para que la sefial
no tenga polos, debemos asegurarnos de que los polos de H(s) queden cancelados por |os ceros de la sefial.
Si tomamos la transformada de Laplace de |a sefial tenemos que:

s2H(s) + 5sH(s) + 6H(s) = (s + 2)(s + 3)H(s).
Por lo tanto, H(s) sélo puede tener dospolos, ens = —2yen s = —3.
Combinando toda lainformacion acerca de los polos y l0s ceros tenemos:

H(s) =K 51 ),§Re{s}>—2.

(s+2)(s+3
Por dltimo, seleccionamosK ta que H(0) = % Esdecir, K = -2V,

s—1

H(s) = CEDICEE)

,Re{s} > —2.

Problema 5  Considere € sistemabéasico de retroalimentacion de lafigura 11.3 (@) delapag. 819 de O&W.
Determine la respuesta aimpulso del sistema de bucle cerrado cuando:

1 2

His) =0 G0 = 05

Podemos utilizar laférmula de Black para calcular lafuncién del sistema de todo € sistema, Q(s), que viene
dada por:

1

o - — 5
el sy

(s+2)
s§2 4+ 7s+ 12

A continuacién, podemos utilizar la expansion de fraccién parcial para escribir Q(s) como lasumade
los términos de primer orden.

s+ 2
s2 4+ Ts+12
s+ 2
(s+4)(s+3)
2 1
s+4 s+3

Qs) =

Dado que este es un sistema de retroalimentaci6n, sabemos que es causal. Por o tanto, hallamos la transformada
inversa de Laplace paralafuncion del sistema utilizando la parte causal para obtener la respuesta a impulso tal como

se indica a continuacion:
q(t) = 2e Hu(t) — e 3tu(t)

10



Problema 6

(a) f~1(y) se muestraacontinuacion.

— [\
I 1
\

|
-5 |
I |
T 1
| Y
[ - —1
|
I/
+ -2
+ -3
44
1 -5

(b) A partir del diagramadel sistema de retroalimentacion, podemos escribir [o siguiente:
w(t) = Kifa(t) - Kay()
== K1$(t) — KlKQy(t)
i y) = Kz(t) — KiKay(t)
Por consiguiente,

o(t) = 1 ') + Kay()

(¢) 1. K1 =0.5y Ky =5. Podemos escribir larelacion de laentraday la salida que hallamos en el apartado b,
2(t) =21 (y) + 5y(t)

Evaluemos lafuncién anterior para agunos valores de y

11



Ly | J7'w [ x
0 | —1to—1] 2t02
5 2.0 29
5| —20 —29

Observe que y sesaturaen y = —5 e y = 5. A continuacion, seindicael diagramade y en funcion de x.

29

2. Ahora, K1 =10y Ky = 0.1. Podemos escribir larelacion de laentraday la salida hallada en el apartado b,

o(t) = 777 () + 0.1(0)

Evaluemos la funcién anterior para algunos valores de y

vl T | x|
0] —1to—1]—15to 5
1 1.2 0.22
2 1.4 0.34
3 1.6 0.46
4 1.8 0.58
5 2.0 0.70

12



Para valores negativos de y, obtendriamos valores negativos de x. Observe que y se saturaen
y=—5e y=>5. A continuacion, se indica el diagrama de y en funcion de x.

_70 —58 —46 —34 —22 £1

(d) A partir de la relacion obtenida en el apartado (b) vemos que si K; esgrande, entonces podemos hallar
larelacion lineal aproximada entre la entrada, x(t), y lasalida, y(t).

Por consiguiente, K tiene que ser grande en magnitud para tener una relacion lineal aproximada entre
laentraday lasalida.

A partir del apartado (c), observamos que la pendiente en rango lined depende, aproximadamente de la magnitud
de K;. Por tanto, K> esun parametro de disefio cuyo valor establece el usuario. Sin embargo, amedida que K,
disminuye, resulta més fécil alcanzar los limites de saturacion, por 1o que, desde €l punto de vista practico de
disefio, es posible que no deseemos disminuir K, demasiado.

13



Problema 7

1. Tenemosque halar G(s) = EE?% G(s) se muestraa continuacion en el diagramadel sistema completo,

G(s)
- - --- - -/ —_——-—-—"-—"-"-"-"-""—"°"-"°-"°-~"-~"~"—“- - —"--—"-- I
e(t) 1 |
() ! /A 1 1 |
| |
| |
| |
I -5 I
| |
| |
L e e e e - |
K(s)
Si utilizamos laférmula de lafuncion del sistema de bucle cerrado (ecuacion 11.1 del libro de texto) para el
sistema de retroalimentacion, suponga F(s), dentro de G(s), hallamos.
1
F — S
S e
_ 1
 s—5
Por consiguiente,
Y (s)
= —9% F Z
G(s) ) x F(s) x .
2
Gls) = s(s—5)
Lafuncion del sistema G(s) tiene un polo en lamitad derechadel plano s (s = 5). Por lo tanto, el sistema

no es estable.

2. Tenemosque K (s) = K,, donde K, esunaconstanterea. Si utilizamos |aférmulade Black (ecuacion

14



11.1 del libro de texto) parael sistema de retroalimentacion, tenemos:

G(s)
1+ K(s)G(s)
G(s)
1+ K,G(s)
2

_ 85

1+Kpﬁ
2

s(s —b) + 2K,
2

s? — bs + 2K,

H(s) =

Lasraices del denominador son los polosde H(s) que deben estar en lamitad izquierda del plano s
paraque H(s) seaestable.

5275s+2Kp =0
5+ /25— 8K, 51\/25—8Kp
S = — — P —
2 2 2

Si /25 — 8K, esred, existen2polos. S /25 — 8K, < 5, los dos polos se encuentran en lamitad derecha
del planos. Si /25 — 8K, = 5, ambos polos estanen s = 0. Si \/25 — 8K, > 5, un polo se encuentra
en lamitad derechadel planoy € otro en lamitad izquierda.

Si /25 — 8K, esimaginario, los polos son conjugados complejos de cada uno de ellos y se encuentran en la
mitad derecha del plano s.

Por consiguiente, el sistema no puede estabilizarse modificando K,,.
3. Tenemos K (s) = K4s + K,, dondetanto K, como K, son constantereales. A continuacion, tenemos que:

G(s)
1+ K(s)G(s)
G(s)
1+ (Kgs + Kp)G(s)

2
s(s—5)

1+ (Kas + Kp) 5025
2

s(s —5) + 2(Kg4s + K))
2

s?2 — (5 —2Ky)s + 2K,

H(s) =

Lasraices del denominador son los polosde H(s) que deben estar en lamitad izquierda del plano s
paraque H(s) seaestable.

s —(5—2Ky)s +2K, = 0
(5 —2K,) £ /(5 — 2K,)? — 8K, 5—2Kq , V(5 —2K,)? - 8K,

S = =

2 2 2

15



Parahallar el rangode K, y K, queestabilizara el sistema, utilizanosé criterio de Routh-Hurwitz
paralamitad izquierda del plano en € polinomio del denominador, paralo cual seguimos los siguientes
requisitos:
—(5—-2Ky4) >0
5
Kg> 5

Ademés es necesario que:
2K, >0

K,>0
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