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1. Problema LO 4.1 (Ingolfsson, 1993; Kang, 2001)

Mas abajo se muestra un posible diagrama de transicion entre estados. Cada estado se describe mediante
dos ntimeros, i y j. i es el nimero de taxis que estan esperando pasajeros, y j es el nimero de pasajeros
que buscan taxis. Si hay taxis esperando pasajeros, éstos no tendran que esperar. Si hay pasajeros que
buscan taxis, no deberia haber taxis libres. Por lo tanto, los estados con i > 0y j > 0 no son posibles.
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También es posible representar un estado mediante un solo niimero en lugar de dos. Si definimos la
variable de estado » como:

n = (nimero de taxis esperando pasajeros) — (ntimero de pasajeros buscando taxis), entonces el diagrama
de transicion entre estados correspondiente es:
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Observe que existe una correspondencia biunivoca entre estados en los dos diagramas. Por ejemplo, el
estado n = -3 en el segundo diagrama implica inmediatamente el estado i = 0, j = 3 en el primer diagrama
sin ninguna ambigiiedad.

A partir de ahora, vamos a utilizar el primer diagrama de transicion entre estados. Las ecuaciones de
balance son
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(a) Supongamos que Lz sea el niimero medio de taxis que esperan clientes. Utilizando las probabilidades
de estado estacionario calculadas arriba, L; se obtiene mediante
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(b) Supongamos que Lp sea el nimero medio de pasajeros que buscan taxi.
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(c) Supongamos que N sea el numero de pasajeros que no se unen a la cola de espera durante una hora
porque cuando ellos llegan no hay espacio, esto es, el sistema esta en estado (0,3). Supongamos que 7 sea
la cantidad de tiempo que el sistema esta en estado (0,3) durante una hora. Asumiendo un estado
estacionario, tenemos
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AE[T] = (1.25)(FPya)(60) = (1.25)(0.2){60) = 15 pasajeros

2. Ejercicio LO 4.2 (Ingolfsson, 1993)

El diagrama de transicion entre estados para cualquier sistema de cola markoviano (esto es, sin memoria)
tiene el aspecto de la figura que se muestra mas abajo. La unica diferencia entre dicho sistema de cola y
un sistema de cola M/M/1 es que, en un sistema de cola markoviano general, se permite que las tasas de
servicio y de llegada dependan del estado del sistema.
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Las ecuaciones de balance para este sistema de colas son
A
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La ecuacion se puede utilizar para determinar P,

(a) Utilizando la féormula general (1) con 4, = A/n+1y p, = 1, tenemos
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Por tanto, en estado estacionario, el nimero de clientes en este sistema de colas sigue una distribucion
Poisson PMF con media A/u. La fraccion de tiempo que el servidor esta ocupado, p, esiguala 1 —Py=1—
&”* . El sistema alcanza el estado estacionario con tal de que
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Asi que todo lo que necesitamos pedir es que A <oy pu> 0.

(b) Ahora tenemos 4, = Ay u, = ¢, por tanto
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Si comparamos esto con (2), vemos que si ¢, = n, se vuelven idénticas. Cuando u, = npy 4, = 4, el
sistema de cola equivale a un sistema M/M/o.

(c) Como la PMF para el nimero de clientes en estado estable en el sistema es una funcion Poisson con

media A/u, tenemos L = /u. Segun la ley de Little, tenemos L =AW, sin olvidarnos de que debemos
utilizar la tasa media de llegada A. La tasa media de llegada se puede calcular mediante
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Por tanto,
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Un modo tentador, pero incorrecto, de calcular W es mediante:
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La razon por la que este enfoque es incorrecto es que la probabilidad de que un cliente elegido al azar
llegue cuando hay n clientes presentes en el sistema, digamos O, no es igual a la probabilidad de estado
estacionario P,. De hecho,

(), = Pin clientes  presentes cuando llega un cliente elegido al azar)

numero de clientes que llegan cuando n clientes estdn presentes en el sistema
total de llegadas de clientes durante un periodo largo de tiempo, [0, T

(duracién de tiempo durante el cual hay n clientes) = A,
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Si utilizamos Q, en lugar de P,.en (3), obtenemos la respuesta correcta.
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3. Ejercicio LO 4.3 (Ingolfsson, 1993)

Supongamos que
N(t) = # de autobuses averiados en tiempo ¢

Entonces
PriN(t + At) = Nit) + 1} = 1At + al Af)
(los autobuses se averian a razén de uno por hora) y
PriN{t + At = N{t)— 1} = p[N{#)1AF + o At)

donde la funcidn u(N(t)) esta determinada por:

(1) el niimero total de mecanismos empleados, k y
(2) laasignacion de mecanicos a los N(?) autobuses averiados



El problema es adoptar las decisiones (1) y (2) para minimizar el coste esperado por hora, E/C]/. El coste
C por hora consiste en

f_'.‘ sueldos 4+ coste  de  autobuses  sin servicio

-1
B 10k + -‘3’-1[]/ Nit)dt
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En estado estacionario, tenemos
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donde N es la media de autobuses averiados, asi que
E[C = 10k + 40N

El ntimero de autobuses N(?) se comporta de acuerdo a un proceso de Markov con estado discreto con un
diagrama de transicion idéntico al del Gltimo problema, con 4; = 1 y u; por determinar.

(1) Tasa de servicio proporcional a k. Supongamos que k, el nimero total de mecénicos, se ha decidido.
Recuerde que las probabilidades de estado estacionario para N(?) seran
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Supongamos que se incrementa la tasa de servicio u;. Entonces Py, Py, . . ., P,y aumentaria, y Pj, Pjvy, . . .
disminuiria, asi que N = X iP; disminuiria. Como se quiere minimizar &, lo 6ptimo dptimo deberia ser
alargar al maximo todas las tasas de servicio ;. Con lo cual, cada vez que uno o mas autobuses se
averian, todos los mecanicos estaran trabajando, por lo tanto p;=(1 /2)k parai=1, 2, . ... Observe que no
importa si todos los £ mecanicos terminan de reparar el primer autobus averiado antes de empezar a
trabajar en el siguiente que se averie, del mismo modo, es indiferente si se separan cuando el segundo
autobus se averia. Como ; es constante, esto equivale a una cola M/M/1, para la cual N = A/(u-1) =
1/(k/2-1) =2 /(k-2) (asi, k tiene que ser al menos tres para la estabilidad), por tanto
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E[C] = 10k 4
Diferenciando con respecto a £y haciendo que sea igual a cero, tenemos
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Asi, el numero 6ptimo de mecanicos debe ser cuatro o cinco. Tenemos,

2
E[C]jy_y = S0 YE[C], 5= 76" =

asi que k£* = 5 minimiza el coste por hora.



(ii) Tasa de servicio proporcional a Vk. En este caso, si importa si todos los mecéanicos trabajan en el
mismo autobus o se dividen para trabajar en diferentes autobuses. Por ejemplo, si k£ = 4, hay mecanicos
disponibles y hay dos autobuses para reparar, la tasa de servicio general depende de como se asignen los
mecanicos a los autobuses.

Asignacion Tasa de servicio general, |,
140 VI1/2) =1
341 (v3 +/11(1/2) = 1.366
2 +2 (V2 2)(1/2) = 1414

Asi que, para este caso, es mejor asignar dos mecanicos a cada autobus. Se podria realizar este analisis
para k=1,2,... e i =# de autobuses = 1,2,..., hallar la mejor asignacion para cada caso y calcular E/C/
para cada k. La respuesta resulta ser que £* = 5 de nuevo minimiza el coste esperado por hora a 94,208.
En lugar de tener que realizar un andlisis tan tedioso como este, supongamos un caso en el que no se

. . = (1/2WE,
puede dividir al personal. Entonces, la tasa de servicio sera ! ' y

N=MNp->A =1/ 1..-"'?;'2 — 1) =2/( Vi —2)

Ahora vemos que para la estabilidad se requiere que k >4, y
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Por el sistema de ensayo y error, hallamos que k=~ 98 va que
I: C |;_. 0 J.u_” _",.’]':.C.llu_ 10 lﬁﬁq;

el tamafio 6ptimo del equipo es k* = 10.

4. Ejercicio LO 4.6 (Odoni, 2001)
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(a) El tiempo de servicio, S, viene dado por Vo Ty La funcién de densidad de probabilidad
de D, es (consultar seccion 3.1 del libro de texto)
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Por simetria, también tenemos

ED,| ==Y, Eﬂ'ﬁ ;:fr[f o, T_]If[;
De ahi que
BS) =Bz + 2o z) - Z0al B | gz 2% o, prg),
tr u e iy KTEN Juoy
p=14=AES ”% ! EL ' E.Z..J'Ya que se trata de un sistema de cola M/G/1, podemos

calcular L, L, W, y W, insertando las expresiones para p, E[S] y o’ en las siguientes ecuaciones:

o pﬁ T ,]'.I‘Zn".l'.‘i ”_ ES‘ , p.‘z T ,]ﬂ:z-.‘TE : p:z T J'.‘En".l"i p.‘! T ,JHI‘Z-.‘T%
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(b) Xp = 2 millas, Y,= 1 milla, v, = 30 millas/hora, v, = 20 millas/hora, E/Z] = 10 min., y ;=25
minutos®.

1 2.9 2.1 .
Es — — + —— —— + 11 14.67 mins
o A (30600 3. (20/60)
. 2.92 2.12 .
2 - F 25 = 30.55 mins?

a-(30/60)2 9. (20/60)2

Como se muestra en la tabla siguiente, los valores de p, L, W, L,y W, para un valor dado de A son
mayores que los valores correspondientes en el ejemplo 1. Lo que supone que ubicar la ambulancia en el

centro de la region tras completar un servicio se traduce en un mejor servicio que si se deja el vehiculo en
la localizacion del ultimo incidente.

A o L W Ly, W,
(lam.,/ hr) n" lamadas | {min.) n® lamadas | (min.)
0.5 01222 0.1320 | 5. 83606 00097 | 666
[.0 0.2445 02897 | 73808 00452 27108
.5 (. 3668 (4880 [9.5211 01213 48511
2.0 0.4850 00,7562 2268506 02672 20156
2.5 nall2 1. 1600 27,8404 05488 13,1704
3.0 0, 7335 | BRG62 AT.7243 | 1527 23,0543
A5 (8558 3.7544 (43613 28987 496913
4.0 0.9780 25 8021 JRT.O20 24 8241 3723620

5. (Odoni, 2001)

(a) Supongamos que a, = P(r llegadas al sistema durante un tiempo de servicio). Supongamos también
que fs(?) sea la funcion de densidad de probabilidad del tiempo de servicio. Si el proceso de llegada
sucede segun Poisson con una tasa de 4, ¢, se obtiene de la siguiente forma:

30 4 T — A
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Como fs(t) = 1 para 1 <t <2y 1=0,6 en este problema, tenemos

a Gt — 1, it
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Para tener seis clientes en la cola tras dos finalizaciones de servicio cuando hay exactamente cuatro
clientes esperando a ser atendidos, deberian llegar cuatro clientes nuevos antes de que se termine el
segundo servicio. Asumiendo que cada finalizacion de servicio es independiente de las otras, la
probabilidad viene dada por

[ )

P = ayog + agor) + aoca + o + apoyg = 2ogog + 2ogog + as .

Observe que P es igual a la probabilidad de que cuatro clientes lleguen durante dos tiempos de servicio
consecutivos. Supongamos que f7(?) sea la funcion de densidad de probabilidad de los dos tiempos de
servicio consecutivos. Asumiendo que los tiempos de servicio son independientes, obtenemos f7(?) por
convolucion.
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Supongamos que f,.= P(r llegadas al sistema durante dos tiempos consecutivos de servicio).
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Entonces P es simplemente /3,
(b) A = 0.6 % 0.4 = 0.24, Ay = 0.6 x 0.6 = 0.36. E[S|] = E[S)] = 1.5, o2 = a2 = &

g = ME[S] = 036, pa= AFE[Sz] = 0.54.
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6. Ejercicio LO 4.8 (Chew, 1997)

(a) Para obtener el resultado, tenemos aqui un caso especial de (4.101) donde k=2, L,;=0 (i =1,2), y ul

= u. Por lo tanto,

W, = W + i.-u. Wi - i,l.i-i-’,, Wo+pW, = W,

()
Como Wo oz
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(b) La ecuacion analoga a (4.101) viene dada por

. . o 1
W — T o E — L. E i
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donde Ly = A Wy vy My = A W
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Si se resuelve, (4) da recurrentemente:
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W - . 1,2,
(1 —ep 01— ag)

Wa

(1—pl



